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摘 要

卡拉比在 1954 年国际数学家大会上声称有如下定理：对于任意
闭凯勒流形 (Mn, ω)，任给 Σ ∈ 2πc1(M)，则有且仅有一个凯勒度量
Ω ∈ [ω]，使得 Ric(Ω) = Σ. 这一问题可归结为求解如下关于实值函数
φ 的复蒙日-安培方程：

(ω +
√
−1∂∂̄φ)n = eFωn,

其中 F ∈ C∞(M ;R). 丘成桐在其著名论文 On the Ricci curvature of a
compact Kähler manifold and the complex Monge-Ampère equation. I.
中给出了该定理的证明。作为推论，对任意 c1(M) ≤ 0 的紧凯勒流形，
都存在唯一凯勒-爱因斯坦度量。本文将总结丘成桐原始论文中涉及上
述内容的章节，并尽量补充细节。

关键词: 卡拉比猜想；复蒙日-安培方程；凯勒-爱因斯坦度量
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Abstract

Eugenio Calabi claimed the following theorem at the International
Congress of Mathematicians in 1954: For any closed Kähler manifold
(Mn, ω), for any Σ ∈ 2πc1(M), there is only one Kähler metric Ω ∈
[ω], such that Ric(Ω) = Σ. This theorem can be reduced to solving
the following complex Monge-Ampère equation w.r.t. some real-valued
function φ:

(ω +
√
−1∂∂̄φ)n = eFωn,

where F ∈ C∞(M ;R). Shing-Tung Yau proved this theorem in the
remarkable paper On the Ricci curvature of a compact Kähler manifold
and the complex Monge-Ampère equation. I.. As a corollary, for any
compact Kähler manifold, with c1(M) ≤ 0, there is only one Kähler-
Einstein metric. This thesis will summarize Yau’s original paper and
try to provide details.

Keywords: Calabi Conjecture; Complex Monge-Ampère Equation;
Kähler-Einstein Metric
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第一章 预备知识

记 Mn 为一个紧光滑流形，黎曼度量 g 为定义在 T ∗M ⊗T ∗M 上的光滑截面，
并且对任意一点 x ∈ M，g 为 TxM 上的一个正定对称二次型，我们知道黎曼度
量必定存在。在局部坐标 (x1, x2, . . . , xn) 下，TM 的基表示为 { ∂

∂x1
, ∂
∂x2
, . . . , ∂

∂xn
}，

则 g =
∑

i,j gijdx
i ⊗ dxj ，其中 gij 为关于 x 的光滑函数：

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.

我们称 (M, g) 为一个黎曼流形。

若黎曼流形 (M2m, g) 存在一族坐标卡，其转移映射两两之间均为全纯映射，
则可以在 M 的切丛 TM 上诱导一个自同构映射 J，满足 J2 = −id，称为 M 上
的复结构。有复结构之后，将与 J 相容，即满足 g(u, v) = g(Ju, Jv), ∀u, v ∈ TM

的度量称为 Hermitian 度量，其必定存在。取 ωg(u, v) = g(Ju, v), u, v ∈ TM，可
知 ωg 为一个实的 (1, 1)-形式，称为复流形 (M, g, J) 的基本形式。

我们可以将上述黎曼度量 g 复线性延拓到 TCM := TM ⊗R C上，其复维数为
2m，再按 J 的特征值 ±i 将 TCM 分为特征子空间 T (1,0)M 与 T (0,1)M 其复维数
均为 m. 事实上，取复坐标系 (z1, z2, . . . , zm)，其中 zi = xi +

√
−1xm+i，我们有：

J ∂
∂xi

= ∂
∂xm+i , J

∂
∂xm+i = − ∂

∂xi
, 以及 dzi = dxi +

√
−1dxm+i, dz̄i = dxi −

√
−1dxm+i.

又因为对任意光滑函数 f，应有 df = ∂f
∂xi
dxi = ∂f

∂zi
dzi + ∂f

∂z̄i
dz̄i，所以对于任意

i = 1, 2, . . . ,m，有：
∂

∂zi
=

1

2

(
∂

∂xi
−
√
−1

∂

∂xm+i

)
,

∂

∂z̄i
=

1

2

(
∂

∂xi
+
√
−1

∂

∂xm+i

)
.

所以我们有：

J

(
∂

∂zj

)
=

√
−1

∂

∂zj
, J

(
∂

∂z̄j

)
= −

√
−1

∂

∂z̄j
.

即空间 T (1,0)M 的一组基为 { ∂
∂z1
, ∂
∂z2
, . . . , ∂

∂zm
}，空间 T (0,1)M 的一组基为

{ ∂
∂z̄1
, ∂
∂z̄2
, . . . , ∂

∂z̄m
}.
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对于与复结构相容的度量 g，计算可知，对任意 i, j 有：

g

(
∂

∂zi
,
∂

∂zj

)
= g

(
∂

∂z̄i
,
∂

∂z̄j

)
= 0.

记 gij̄ = g
(
∂
∂zi
, ∂
∂z̄j

)
，我们可以将复线性延拓后的与复结构 J 相容的黎曼度量

g 用新坐标系写出：

g =
∑
i,j

(
gij̄dz

i ⊗ dz̄j + ḡij̄dz̄
i ⊗ dzj

)
.

由此可以看出上式的第二部分由前一部分取共轭转置得到，这也是称满足条
件的度量 g 为 Hermitian 度量的原因。我们经常取前一部分 g =

∑
i,j gij̄dz

i ⊗ dz̄j

为复流形 M 的度量。

定义 1. 称满足上述条件的 (Mm, g, J)为一个复流形，其中 m为流形的复维数。更
进一步如果对黎曼流形 (M, g)的 Levi-Civita联络 ∇，有 ∇J = 0，则称 (Mm, g, J)

为一个凯勒流形，此时
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 称为流形的凯勒度量，我们常记 ωg =

√
−1
∑

i,j gij̄dz
i ∧ dz̄j 为流形的凯勒形式。

事实上，对于一个复流形是否是凯勒的我们有如下等价条件 [Huy05]：

引理 1. 对于复流形 (M, g, J) 我们有如下等价命题：

(i) ∇J = 0；

(ii) dωg = 0；

(iii) 对任意的 i, j, k，有：

∂gij̄
∂zk

=
∂gkj̄
∂zi

以及
∂gij̄
∂z̄k

=
∂gik̄
∂z̄j

;

(iv) 对任意一点 p ∈ M，都存在局部全纯法坐标系，即存在局部全纯坐标系
(z1, . . . , zm)，使得对任意 i, j 都有：

zi(p) = 0, gij̄ = δij, dgij̄ = 0.

接着我们给出凯勒流形上曲率的计算，参考 [Tia00]：

我们取流形 M 的局部坐标系 (z1, . . . , zn)，以及切空间 TCM 的一组基为(
∂
∂z1
, · · · , ∂

∂zn

)
. 首先计算克里斯托弗符号 Γkij：

∇ ∂

∂zi

∂

∂zj
:= Γkij

∂

∂zk
+ Γk̄ij

∂

∂z̄k
,
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以及
∇ ∂

∂zi

∂

∂z̄j
:= Γkij̄

∂

∂zk
+ Γk̄ij̄

∂

∂z̄k
.

由凯勒条件 ∇J = 0 和复结构满足 J ∂
∂zi

=
√
−1 ∂

∂zi
, J ∂

∂z̄i
= −

√
−1 ∂

∂z̄i
, 所以有：

∇ ∂

∂zi

(
J
∂

∂zj

)
= J∇ ∂

∂zi

∂

∂zj
+
(
∇ ∂

∂zi
J
) ∂

∂zj
.

上式中第二项为 0，将第一项按克里斯托弗符号定义写开即得：

√
−1

(
Γkij

∂

∂zk
+ Γk̄ij

∂

∂z̄k

)
= J

(
Γkij

∂

∂zk
+ Γk̄ij

∂

∂z̄k

)
=

√
−1

(
Γkij

∂

∂zk
− Γk̄ij

∂

∂z̄k

)
.

两边移向有 Γk̄ij = 0，类似的我们可以计算 ∇ ∂

∂zi

(
J ∂
∂z̄j

)
，我们可以得到 Γk̄ij̄ =

Γkij̄ = 0，所以最后非零的克里斯托弗符号只剩下 Γkij 和它的共轭 Γk̄īj = Γkij. 接下
来，我们具体算出 Γkij：

∂gjk̄
∂zi

=
∂

∂zi
g

(
∂

∂zj
,
∂

∂z̄k

)
= g

(
∇ ∂

∂zi

∂

∂zj
,
∂

∂z̄k

)
= g

(
Γlij

∂

∂zl
,
∂

∂z̄k

)
= Γlijglk̄.

如果我们记 (glk̄) 为 (glk̄) 的逆矩阵，则：

Γlij = glk̄
∂gjk̄
∂zi

= glk̄
∂gik̄
∂zj

.

接着我们将实的曲率算子做复线性延拓：对任意 u, v, w ∈ TCM，定义曲率算
子 R(u, v)w := ∇u∇vw − ∇v∇uw − ∇[u,v]w，其中 [u, v] 为切向量 u, v 的李括号，
在局部坐标系下为 0. 进一步在局部坐标系下，令：

Rij̄kl̄ :=
〈
R
(
∂i, ∂j̄

)
∂k, ∂l̄

〉
.

我们可以具体计算 Rij̄kl̄：

Rij̄kl̄ =
〈(
∇i∇j̄ −∇j̄∇i

)
∂k, ∂l̄

〉
= −

〈
∇j̄ (Γ

p
ik∂p) , ∂l̄

〉
= −∂j̄Γpikgpl̄ = −∂j̄

(
gq̄p

∂gkq̄
∂zi

)
gpl̄

= −gq̄p ∂
2gkq̄

∂zi∂z̄j
gpl̄ + gq̄sgt̄p

∂gsl̄
∂z̄j

∂gkq̄
∂zi

gpl̄

= − ∂2gkl̄
∂zi∂z̄j

+ gq̄s
∂gsl̄
∂z̄j

∂gkq̄
∂zi

.

由上式的结果及凯勒条件的等价命题我们有：Rij̄kl̄ = Ril̄kj̄ = Rkj̄il̄，即复的曲
率算子相较实的曲率算子有更好的对称性。
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由定义我们可以看出

R(Ju, Jv, w, x) = R(w, x, Ju, Jv) = g(R(w, x)Ju, Jv) = g(R(w, x)u, v) = R(u, v, w, x).

因此我们可以定义 Ricci 曲率张量：

Rc := Rij̄dz
i ⊗ dz̄j = gkl̄Rij̄kl̄dz

i ⊗ dz̄j.

可知 Ricci 张量与复结构 J 相容，类似基本形式的定义，我们可以定义：

Ric(ωg) := Rc(J ·, ·) =
√
−1Rij̄dz

i ∧ dz̄j.

同样的我们有 Ric(ωg)为一个实的闭 (1, 1)-形式，称为复流形 (M, g, J)的 Ricci形
式，事实上，我们有：

Rij̄ = Rc
(
∂i, ∂j̄

)
= g l̄kRij̄kl̄ = − ∂2

∂zi∂z̄j
log det (gpq̄) .

因此我们也经常记 Ric(ωg) = −
√
−1∂∂̄ log det(gij̄).

接着我们给出一个常用引理，如下引理和命题均来自于 [Tia00] 第二章：

引理 2 (∂∂̄-引理). 记 (M, g) 为一个紧凯勒流形。若 α ∈ H
(1,1)

∂̄
(M,C) 为 d-边缘

的，则存在光滑函数 β，使得 α = ∂∂̄β. 更进一步，若 α 为实形式的话，可以选
取 β ∈ C∞(M ;R)，使得 α =

√
−1∂∂̄β.

我们不加证明的给出如下关于陈类的命题：

命题 1. 给定一个凯勒流形 (M, g, J)，凯勒形式记为 ωg，我们可以定义一个 (1, 1)-
形式：

Ω := gjp̄Rip̄kl̄dz
k ∧ dz̄l,

再令：

det
(
I +

t
√
−1

2π
Ω

)
= 1 + tϕ1(g) + t2ϕ2(g) + · · ·

则我们有如下结论：

(i) dϕi(g) = 0，因此 [ϕi] ∈ H i,i

∂̄
(M,C) ∩H2i(M,R)；

(ii) [ϕi(g)] 与度量 g 的选择无关，事实上它仅依赖于流形的复结构 J；

(iii) 流形的第 i 个陈类表示为 ci(M) := [ϕi(g)].
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特别的，我们计算流形第一陈类的代表元：

ϕ1(g) =

√
−1

2π
Ωi
i =

√
−1

2π
Rkl̄dz

k ∧ dz̄l = −
√
−1

2π
∂∂̄ log det(gij̄).

卡拉比在 1954 年 [Cal54] 提出：紧凯勒流形上给定一个第一陈类的代表元，
是否能找到一个凯勒度量，使其 Ricci形式恰好等于该给定的代表元？卡拉比自己
证明了唯一性：在每一个凯勒度量的等价类，即凯勒类中，至多只有一个满足条
件的凯勒度量。

1978 年丘成桐对这一问题给出了肯定回答，并且证明了在原先凯勒类中存在
唯一满足要求的凯勒度量 [Yau78]。更进一步，他在论文中证明了对于第一陈类非
正的紧凯勒流形，总是存在凯勒-爱因斯坦度量。特别的，第一陈类为零的流形上
存在 Ricci 平坦度量，称为卡拉比-丘流形。

上述问题具体写出就是，对于一个紧凯勒流形 (M, g)，是否能够找到一个凯勒
形式

√
−1
∑

i,j g̃ij̄dz
i∧dz̄j 与原度量的凯勒形式

√
−1
∑

i,j gij̄dz
i∧dz̄j 在同一个凯勒

类里，并且其 Ricci形式 Ric(ωg̃) = −
√
−1∂∂̄ log det(g̃ij̄)在 H1,1

∂̄
(M,C)∩H2(M,R)

中的等价类为 2πc1(M)。

我们知道，原流形的 2πc1(M)由 −
√
−1∂∂̄ log det(gij̄)所在等价类表示，又因

为二者之差既是 ∂̄-闭的，又是 d-边缘的，由 ∂∂̄-引理，我们知道存在实值光滑函
数 F ∈ C∞(M ;R)，满足：

−
√
−1∂∂̄ log det(g̃ij̄) = −

√
−1∂∂̄ log det(gij̄) +

√
−1∂∂̄F.

整理即得：

∂∂̄ log
det(g̃ij̄)
det(gij̄)

= ∂∂̄F.

因为流形 M 为紧的，并且 det(g̃ij̄)/ det(gij̄) 为整体定义的函数，由极大值原
理可知 log det(g̃ij̄)/ det(gij̄)− F 为常数，因此存在一个正常数 C，满足：

det(g̃ij̄) = C exp{F} det(gst̄).

又因为两个度量的凯勒形式在同一个凯勒类里，同样由 ∂∂̄-引理，存在实值光
滑函数 φ ∈ C∞(M ;R)，满足：

√
−1
∑
i,j

g̃ij̄dz
i ∧ dz̄j =

√
−1
∑
i,j

gij̄dz
i ∧ dz̄j +

√
−1∂∂̄φ.

即有：

g̃ij̄ = gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
.
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所以卡拉比所问问题，可以转化为求解如下关于实值函数 φ 的复蒙日安培方
程：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= C exp{F} det (gij̄).

本文之后内容中的引理、定理及命题，均引用自丘成桐的论文 [Yau78].
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第二章 复蒙日-安培方程的各阶估计

假设 M 为一个紧凯勒流形，我们将研究如下关于 φ 的复蒙日-安培方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= exp{F} det (gij̄), (2.1)

其中假设 F ∈ C3(M ;R), φ ∈ C5(M ;R).

由问题条件，上式左端项为新度量的行列式，所以我们还要求 φ 应使得：

g′ :=
∑
i,j

(gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
)dzi ⊗ dz̄j,

为正定的 Hermitian 度量，并且与原始度量 g =
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 在同一个凯勒类

里。

我们的目的是证明方程 (2.1) 满足上述条件光滑解的存在性。因为对于蒙日-
安培方程，用行列式的求导法则两边求一次导数，即线性化之后，将得到一致椭
圆方程，所以为了求解上述方程，可以使用经典求解椭圆方程的方法。我们首先
需要得到 φ 的各阶先验估计，最后将用连续性方法证明光滑解的存在性。

2.1 解的 C2 估计

从 (2.1)可以看出，对解 φ加减一个常数，仍将得到上述方程的解，所以不妨
假设 φ 满足： ∫

M

φ = 0,

为此我们只需要用 φ− 1
vol(M)

∫
M
φ 替换原先的 φ.

将原方程两边取自然对数，再关于 ∂
∂zk
微分，用行列式求导法则：

∂

∂zk
det (gij̄) = det (gij̄)gpq̄

∂gpq̄
∂zk

,
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有：
∂

∂zk

(
log det

(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
− log det (gij̄)

)
= g′ij̄

(
∂gij̄
∂zk

+
∂3φ

∂zi∂z̄j∂zk

)
− g′ij̄

∂gij̄
∂zk

=
∂F

∂zk
.

其中 gij̄ 表示 (gij̄) 逆矩阵转置后的第 (i, j) 个元素。

再将上式两端关于 ∂
∂z̄l
求导，由常用的逆矩阵元素求导法则：

∂gij̄

∂zk
= −giq̄ ∂gpq̄

∂zk
gpj̄,

有：

−
∑
i,j,t,n

g′tj̄g′in̄
(
∂gtn̄
∂z̄l

+
∂3φ

∂zt∂z̄n∂z̄l

)(
∂gij̄
∂zk

+
∂3φ

∂zi∂z̄j∂zk

)
+
∑
i,j

g′ij̄
(
∂2gij̄
∂zk∂z̄l

+
∂4φ

∂zi∂z̄j∂zk∂z̄l

)
+
∑
i,j,k,n

gtj̄gin̄
∂gtn̄
∂z̄l

∂gij̄
∂zk

−
∑
i,j

gij̄
∂2gij̄
∂zk∂z̄l

=
∂2F

∂zk∂z̄l
.

(2.2)

记 ∆ 为度量
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 相应的拉普拉斯算子，因为凯勒度量为原来实

Hermitian 复线性延拓后，两个共轭的对角分块矩阵中的一个，而这两个互为共轭
的分块矩阵行列式相等，所以凯勒度量

∑
i,j gij̄dz

i⊗ dz̄j 的行列式等于实黎曼度量
矩阵行列式的算术平方根。

由 Laplace-Beltrami 公式：

∆ =
1√

det(gij)
∂

∂xi

(√
det(gij)gij

∂

∂xj

)
,

即得：

∆ =
1

det(gij̄)
∂

∂zi

(
det(gij̄)gij̄

∂

∂z̄j

)
= gij̄

∂2

∂zi∂z̄j
. (2.3)

我们常说 ∆ 为度量
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 相应的拉普拉斯算子，又记 ∆′ 为度量∑

i,j

(
gij̄ +

∂2φ
∂zi∂z̄j

)
dzi⊗dz̄j 相应的拉普拉斯算子，因此用逆矩阵元素求导公式，我

们有：

∆′(∆φ) =
∑
k,l

g′kl̄
∂2

∂zk∂z̄l

(
gij̄

∂2φ

∂zi∂z̄j

)

=
∑
i,j,k,l

g′kl̄gij̄
∂4φ

∂zi∂z̄j∂zk∂z̄l
+
∑
i,j,k,l

g′kl̄
∂2gij̄

∂zk∂z̄l
∂2φ

∂zi∂z̄j

+
∑
i,j,k,l

g′kl̄
∂gij̄

∂zk
∂3φ

∂zi∂z̄j∂z̄l
+
∑
i,j,k,l

g′kl̄
∂gij̄
∂z̄l

∂3φ

∂zi∂z̄j∂zk
.
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因为上式端项与局部坐标选取无关，我们可以方便的选取法坐标系计算，凯
勒条件也确保可以选取法坐标系。即在一点处，有 gij̄ = δij,

∂gij̄
∂zk

=
∂gij̄
∂z̄l

= 0. 所以
上式右端的第三、第四项均等于 0，再从 (2.2) 式中解出关于 φ 的四阶项，代入上
式，可得到：

∆′(∆φ) = ∆F +
∑
i,j,k,n,l

g′kj̄g′in̄φkn̄l̄φij̄l +
∑
i,j,l

g′ij̄Rij̄ll̄ −
∑
i,l

Rīill̄ +
∑
i,j,k,l

g′kl̄Rij̄kl̄φjī.

(2.4)

同样的理由，可以再选取特殊的坐标系，使得：

gij̄ = δij, φij̄ = δijφīi.

这样的坐标系是存在的，因为我们可以先选取坐标系，对角化度量矩阵 (gij̄)，再
用酉矩阵 Q，在 A→ QAQ̄T 的意义下将矩阵 A = (φij̄) 对角化。

因此有：

g′ij̄ =
δij

1 + φīi
,

有了这个结论，在这个特殊坐标系下，考虑 (2.4) 的后三项：

∑
i,j,l

g′ij̄Rij̄ll̄ −
∑
i,l

Rīill̄ +
∑
i,j,k,l

g′kl̄Rij̄kl̄φij̄

= −
∑
i,l

Rīill̄

φīi
1 + φīi

+
∑
i,l

Rīill̄

φīi
1 + φll̄

= −
∑
i,l

Rīill̄

φīi (φll̄ − φīi)

(1 + φīi) (1 + φll̄)

=
1

2

{
−
∑
i,l

Rīill̄

φīi (φll̄ − φīi)

(1 + φīi) (1 + φll̄)
−
∑
i,l

Rīill̄

φll̄ (φīi − φll̄)

(1 + φīi) (1 + φll̄)

}

=
1

2

∑
i,l

Rīill̄

(φll̄ − φīi)
2

(1 + φīi) (1 + φll̄)
.

(2.5)

注意上式的第三个等号是互换了 i, j 指标再相加，因此需要在系数乘 1
2
，目的

是凑出最后一步中的完全平方项。并且在上式中，当 i = l 时，与 Rīill̄ 相乘的项
为 0.
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我们继续化简：

1

2

∑
i,l

(φll̄ − φīi)
2

(1 + φīi) (1 + φll̄)
=

1

2

∑
i,l

[(1 + φll̄)− (1 + φīi)]
2

(1 + φīi) (1 + φll̄)

=
1

2

∑
i,l

(
1 + φīi
1 + φll̄

+
1 + φll̄
1 + φīi

− 2

)
=
∑
i,j

1 + φīi
1 + φll̄

−m2.

(2.6)

上式中对 i, j 均求和，共相加 m2 次，因此有最后一个等号成立。

因此将 (2.5) 和 (2.6) 代回式 (2.4)，我们得到后续要用到的不等式：

∆′(∆φ) ≥ ∆F +
∑
l

g′kj̄g′in̄φkn̄l̄φij̄l +

(
inf
i ̸=l
Rīill̄

)[∑
i,l

1 + φīi
1 + φll̄

−m2

]
. (2.7)

上式已经给我们有所启迪，为了求得 φ 的二阶估计，可以考虑某个关于 φ 函
数的拉普拉斯，在该函数的最大值点处，有拉普拉斯小于等于 0. 我们希望能从这
一不等式中得到二阶估计，自然求导过程中会出现包含 φ 本身的项，所以还将会
需要 φ 的 C0 估计。

接下来，我们将在所取的特殊坐标系中计算，有：

∆′φ = g′ij̄
∂2φ

∂zi∂z̄j
=

δij
1 + φīi

∂2φ

∂zi∂z̄j
=
∑
i

φīi
1 + φīi

= m−
∑
i

1

1 + φīi
.

在丘成桐的论文 [Yau78] 中，他考虑了关于 φ 的函数 exp{−Cφ}(m + ∆φ)，
其中 C 是一个正常数。

在计算 ∆′(exp{−Cφ}(m+∆φ)) 的过程中，将会出现关于 φ 的四阶项和三阶
项，用 (2.7) 可将四阶项的下界用三阶项控制，而从计算过程中我们将会看到，由
此产生的三阶项恰好能够和原本的三阶项抵消，最后得到关于 φ 二阶项的上界估
计，这个上界需要依赖于 φ 的零阶估计。因此如果还能够给出零阶估计，再由我
们的方程 (2.1)，用均值不等式即可进一步得到二阶项的一致估计。
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接下来我们展开具体计算：

∆′(exp{−Cφ}(m+∆φ)) = g′ij̄
∂2

∂zi∂z̄j
(exp{−Cφ}(m+∆φ))

= C2 exp{−Cφ}
(∑

i,j

g′ij̄φiφj̄

)
(m+∆φ)

− C exp{−Cφ}
∑
i,j

g′ij̄φi(∆φ)j̄

− C exp{−Cφ}
∑
i,j

g′ij̄(∆φ)iφj̄

− C exp{−Cφ}∆′φ(m+∆φ) + exp{−Cφ}∆′(∆φ).

(2.8)

对复的内积，我们仍有如下柯西-施瓦茨不等式：

⟨∇φ,∇∆φ⟩C ≤ |∇φ| · |∇∆φ|,

其中 ∇φ := gij̄ ∂φ
∂z̄j

∂
∂zi

. 我们可以看到复梯度事实上为黎曼几何中经典梯度算子的
一半。

对 (2.8) 中最右边的第二、三项用柯西-施瓦茨不等式，有：∑
i,j

g′ij̄φi(∆φ)j̄ ≤
√
g′ij̄φiφj̄

√
g′ij̄(∆φ)i(∆φ)i,

完全类似的，有：∑
i,j

g′ij̄(∆φ)iφj̄ ≤
√
g′ij̄φiφj̄

√
g′ij̄(∆φ)i(∆φ)i,

因此，合在一起：∑
i,j

g′ij̄φi(∆φ)j̄ +
∑
i,j

g′ij̄(∆φ)iφj̄ ≤ 2
√
g′ij̄φiφj̄

√
g′ij̄(∆φ)i(∆φ)i. (2.9)

为了将 (2.8) 中右边第一项消去，我们用带 ε 的柯西-施瓦茨不等式：

2ab ≤ εa2 +
b2

ε
, ε > 0.

考虑 (2.9) 的右端项，用上述不等式，取

a =
√
g′ij̄φiφj̄, b =

√
g′ij̄(∆φ)i(∆φ)i, ε = C(m+∆φ),
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有：

− C exp{−Cφ}
∑
i,j

g′ij̄φi(∆φ)j̄ − C exp{−Cφ}
∑
i,j

g′ij̄(∆φ)iφj̄

≥ −C exp{−Cφ}
(
C(m+∆φ)g′ij̄φiφj̄ +

g′ij̄(∆φ)i(∆φ)i
C(m+∆φ)

)
= −C2 exp{−Cφ}

(
g′ij̄φiφj̄

)
(m+∆φ)− (m+∆φ)−1 exp{−Cφ}

∑
k,j

g′ij̄(∆φ)i(∆φ)j̄.

代回 (2.8)，即可得到：

∆′(exp{−Cφ}(m+∆φ)) ≥− (m+∆φ)−1 exp{−Cφ}
∑
k,j

g′ij̄(∆φ)i(∆φ)j̄

− C exp{−Cφ} (∆′φ) (m+∆φ) + exp{−Cφ}∆′(∆φ).

(2.10)
这样变形之后，关于 φ 的三阶项已经具有某些对称性。我们记得由 (2.7)，上式右
端最后一项也可化为关于 φ 二阶项、三阶项的表达式，接下来尝试消掉右端的三
阶项。这一步也很有技巧性。

如前文所说，在所选取的特殊坐标系中，有 g′ij̄ =
δij

1+φīi
，又因为 ∆φ 为实值

函数，我们有：

∑
i

(∆φ)i · (∆φ)ī =
∑
i

|(∆φ)i|2 =
∑
i

∣∣∣∣∣∑
k

φkk̄i

∣∣∣∣∣
2

. (2.11)

因此考虑 (2.10) 右端包含 φ 三阶导数的第一项和最后一项，将 (2.7) 和 (2.11) 代
入：

−(m+∆φ)−1
∑
i,i

g′ij̄(∆φ)i(∆φ)j̄ +∆′(∆φ)

≥− (m+∆φ)−1
∑
i

(1 + φīi)
−1

∣∣∣∣∣∑
k

φkk̄i

∣∣∣∣∣
2

+∆F +
∑
i,j,k

(1 + φkk̄)
−1 (1 + φīi)

−1 φkīj̄φik̄j̄

+
∑
i,l

(
inf
i ̸=l
Rīil̄l̄

)[∑
i,l

1 + φl̄l̄
1 + φīi

−m2

]
.

(2.12)

我们考虑上式右端第一项，分子分母凑出因子 (1 + φkk̄)
1/2 之后用柯西-施瓦
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茨不等式：

(m+∆φ)−1
∑
i

(1 + φīi)
−1

∣∣∣∣∣∑
k

φkk̄i

∣∣∣∣∣
2

= (m+∆φ)−1
∑
i

(1 + φīi)
−1

∣∣∣∣∣∑
k

φkk̄i

(1 + φkk̄)
1/2

(1 + φkk̄)
1/2

∣∣∣∣∣
2

≤ (m+∆φ)−1

(∑
i,k

(1 + φīi)
−1 (1 + φkk̄)

−1 φkk̄iφk̄kī

)(∑
k

(1 + φkk̄)

)
=
∑
i,k

(1 + φīi)
−1 (1 + φkk̄)

−1 φkk̄iφk̄kī

=
∑
i,k

(1 + φīi)
−1 (1 + φkk̄)

−1 φik̄kφkīk̄

≤
∑
i,j,k

(1 + φkk̄)
−1 (1 + φīi)

−1 φik̄jφkīj̄.

(2.13)
因为

∑
k(1 + φkk̄) = m +

∑
k φkk̄ = m + ∆φ，所以有上式第四行。接着需要用到

三阶导数交换求联络次序，规则是：第一、二个指标可以交换次序，对于第二、三
个指标，若一个为共轭部分，一个不属于共轭部分，则由 Ricci 恒等式，交换次序
后将出现曲率项，除此之外也可以直接交换顺序，即如下等式：

φkk̄i = φk̄ki = φk̄ik = φik̄k, (2.14)

以及

φk̄kī = φkk̄ī = φkīk̄. (2.15)

将上述两式 (2.14)，(2.15) 代入 (2.13)，即得到其第五行。最后一行中，将原本相
同的求和指标 k 放缩为 k, j 分别求和，由内积的正定性即得不等号成立。

再将 (2.13) 代入不等式 (2.12)，我们看到原式中的三阶项恰好被消掉，与未
知函数 φ 有关的只剩下二阶项：

−(m+∆φ)−1
∑
i,j

g′ij̄(∆φ)i(∆φ)j̄ +∆′(∆φ)

≥ ∆F +

(
inf
i ̸=l
Rīil̄

)[∑
i,l

1 + φīi
1 + φll̄

−m2

]
.

(2.16)
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将上式 (2.16) 代入 (2.10)，得到：

∆′(exp{−Cφ}(m+∆φ)) ≥ exp{−Cφ}
[
∆F + inf

i ̸=l
(Rīil̄)

(∑
i,l

1 + φīi
1 + φll̄

−m2

)]
− C exp{−Cφ} (∆′φ) (m+∆φ).

(2.17)

继续化简上式：因为在函数 exp{−Cφ}(m+∆φ) 的最大值点处，(2.17) 左端
项小于等于 0，我们要试图将右端项化简为关于 ∆φ 的不等式，从而得到二阶项
的上界估计。

记得在特殊坐标系下，有：

∆′φ = m−
∑
i

1

1 + φīi
.

又因为有如下恒等式：∑
i,l

1 + φīi
1 + φll̄

=

(∑
i

1

1 + φīi

)(∑
l

(1 + φll̄)

)
= (m+∆φ)

(∑
i

1

1 + φīi

)
, (2.18)

将上式代入 (2.17)，有：

∆′(exp{−Cφ}(m+∆φ)) ≥ exp{−Cφ}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
+ exp{−Cφ} inf

i ̸=l
(Rīill̄)

(∑
i,l

1 + φīi
1 + φll̄

)

− C exp{−Cφ}m(m+∆φ) + C exp{−Cφ}(m+∆φ)
∑
i

1

1 + φīi

= exp{−Cφ}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
− C exp{−Cφ}m(m+∆φ)

+

(
C + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
exp{−Cφ}(m+∆φ)

(∑
i

1

1 + φīi

)
.

(2.19)

我们还需要将右端项中的
∑

i
1

1+φīi
放缩为与 m+∆φ 相关的式子，为此需要

如下不等式： ∑
i

1

1 + φīi
≥
(∑

i (1 + φīi)∏
i (1 + φīi)

)1/(m−1)

. (2.20)

首先证明上述不等式，在两边同时取 (m− 1) 次方：(∑
i

1

1 + φīi

)(m−1)

≥
∑

i (1 + φīi)∏
i (1 + φīi)

.
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可以看出左端是从
∑

i
1

1+φīi
中任意选取 m− 1 项相乘再相加，这样会包含一

些重复项，比如
(

1
1+φ11̄

)(m−1)

，而右端将求和符号展开，将只包 m 项，每项为指
标互不相同的 m− 1 个型如 1

1+φīi
项的乘积。

因此展开后，右端的任意一项均包含在左端中。又由假设 g′ij̄ 正定，即对任意
i, 1 + φīi > 0. 因此，有不等式 (2.20) 成立。

我们进一步化简 (2.20) 右端。

分子为： ∑
i

(1 + φīi) = m+∆φ, (2.21)

结合 φ满足复蒙日-安培方程 (2.1)，在选定坐标系下，方程左端项为对角矩阵，所
以：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
=
∏
i

(1 + φīi) = exp{F}. (2.22)

将上式，(2.21) 代入 (2.20)，得到：∑
i

1

1 + φīi
≥ (m+∆φ)1/(m−1) exp

{
−F
m− 1

}
. (2.23)

再将上式代入 (2.19)，整理后得到：

∆′(exp{−Cφ}(m+∆φ)) ≥ exp{−Cφ}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
− C exp{−Cφ}m(m+∆φ)

+

(
C + inf

i ̸=l
(Rīiil)

)
exp{−Cφ} exp

{
−F
m− 1

}
(m+∆φ)1+1/(m−1).

(2.24)

我们可以选取 C 足够大，使得：

C + inf
i ̸=l

(Rīill̄) > 1. (2.25)

这一步保证了 (2.24) 中关于 m+∆φ 的最高次项系数是正的。

因为 exp{−Cφ}(m+∆φ) 在紧流形上一定会在某一点 p 处取到最大值，在最
大值点处，拉普拉斯小于等于 0，因此不等式 (2.24) 左端项非正，在这一点处有：

0 ≥ ∆F −m2 inf
i ̸=l

(Rīill̄)− Cm(m+∆φ)

+

(
C + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
exp

{
−F
m− 1

}
(m+∆φ)1+1/(m−1).

(2.26)
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记关键项 m+∆φ 等于 y，上式可视为一个关于 y 的方程：

y1+1/(m−1) ≤ ay + b,

由此我们可以推出，y1+1/(m−1) ≤ 2ay 或者 y1+1/(m−1) ≤ 2b 二者至少有一个成立。
不管是哪一个不等式成立，都能得到 y 关于 a, b 的上界估计。

因此，同样的想法应用到不等式 (2.26)，就得到 (m+∆φ)(p)关于 supM(−∆F ),
supM |infi ̸=l (Rīill̄)|, C ·m 和 supM F 的上界估计，记为 C1，即：

(m+∆φ)(p) ≤ C1.

其中，常数 C1 仅与流形 M 本身以及初始凯勒度量有关。

特别注意 (2.23) 中右端项的次数，在不等式 (2.20) 中自然会想，能否直接使
用均值不等式，我们将得到：∑

i

1

1 + φīi
≥ m m

√∏
i

(1 + φīi) = m exp{F
m
}. (2.27)

若将上式应用于不等式 (2.19)，则同样计算，我们将得到类似 (2.26) 的不等式：

0 ≥ ∆F −m2 inf
i ̸=l

(Rīill̄)− Cm(m+∆φ) +

(
C + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
m(m+∆φ) exp{F

m
}

= ∆F −m2 inf
i ̸=l

(Rīill̄) +

[(
C + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
exp{F

m
} − C

]
m(m+∆φ)

= ∆F −m2 inf
i ̸=l

(Rīill̄) +

[(
exp{F

m
} − 1

)
C + inf

i ̸=l
Rīill̄ · exp{F

m
}
]
m(m+∆φ)

(2.28)
由此看到，这样并不能保证 (2.28) 中关于 C 系数的符号。因为需要取 C 为正数，
若对任意正数 C，方括号内关于 C 的一次函数恒为负数，将无法由此得到 m+∆φ

的上界估计。所以不等式 (2.20) 是必要且巧妙的。

至此，我们已经得到 exp{−Cφ}(m+∆φ) 在 p 点处取到最大值，我们想得到
m+∆φ 不仅在 p 点处，而在整个流形 M 上的估计，这依赖于 φ 的整体有界性：

exp{−Cφ}(m+∆φ) ≤ exp{−Cφ(p)}(m+∆φ)(p)

= exp{−Cφ(p)} · C1

≤ C1 · sup
M

exp{−Cφ}

= C1 · exp{−C inf
M
φ}.

(2.29)

因此，将上式移项，并由 Hermitian 度量的正定性，即得到 φ 仅依赖于 φ 本身下
界估计的二阶估计：

0 < m+∆φ ≤ C1 exp
{
C
(
φ− inf

M
φ
)}

. (2.30)
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2.2 解的 C0 估计

本节中，首先利用格林函数的性质，给出 φ 的积分估计，即 L1 范数估计。如
果我们有了 φ的 L1 估计和二阶估计，可以由椭圆方程的 Schauder理论给出 φ的
一阶估计。因此 φ 的一阶、二阶估计最终都归结为零阶估计。给出 φ 的 C0 估计，
这也是丘成桐论文中最关键的地方。

首先，用格林函数，可以快速给出 φ 的上界估计以及 L1 估计。

记 G(p, q) 为拉普拉斯算子在紧流形 M 上的格林函数，经典的 PDE 理论保
证了存在唯一性，可以参考 [Li12]，第 17 章。

我们总可以找到一个仅依赖于流形 M 的常数 K，使得：

G(p, q) +K ≥ 0.

因为流形 M 为紧流形，不需要考虑边界项，又对 φ 有一定正则性假设，由格林
公式可以得到：

φ(p) = −
∫
M

G(p, q)∆φ(q)dq

= −
∫
M

(G(p, q) +K)∆φ(q)dq.

(2.31)

上式最后是由于在紧流形上分部积分，可知，对一个函数求拉普拉斯后再积分恒
为 0，所以不妨添加一个常数，以便确定符号。

由于 m+∆φ > 0，即 −∆φ < m，代入上式，有：

sup
M

φ ≤ m sup
p∈M

∫
M

(G(p, q) +K)dq. (2.32)

所以我们只需要依赖格林函数的估计，便得到 φ的上界估计。为了得到 supM |φ|
的估计，还需要控制 φ 的下界，即给出 infM φ 的估计。

由上式以及我们的假设
∫
M
φ = 0，用三角不等式，可得：∫

M

|φ| =
∫
M

| sup
M

φ− φ− sup
M

φ| ≤
∫
M

∣∣∣∣sup
M

φ− φ

∣∣∣∣+ ∫
M

| supφ|

=

(
sup
M

φ

)
Vol(M)−

∫
M

φ+

(
sup
M

φ

)
Vol(M)

= 2mVol(M) sup
p∈M

∫
M

(G(p, q) +K)dq.

(2.33)

上式中第二行是因为显然有 supM φ ≥ φ，所以 supM φ− φ ≥ 0，以及由假设∫
M
φ = 0，必然存在点 x，使得 supM φ ≥ φ(x) ≥ 0，所以绝对值均可以去掉。
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为了给出 supM |φ| 的估计，我们还需要对 φ 的下界，即 infM φ 进行估计。丘
成桐的论文中按流形维数 m 是否等于 2 给出了不同的估计方法，先给出 m = 2

的估计，接着给出对任意维数都适用的估计。

首先假设 m = 2，因为已经有了 supM φ的估计，可以首先确定 φ的符号。因
为要估计下界，不妨取 φ 恒为负数，为此可以取新的 φ̃ 与原先仅差一个常数：

φ̃ = φ− 1−m sup
p∈M

∫
M

(G(p, q) +K)dq.

用 φ̃ 代替 φ，并且为方便起见，仍记为 φ.

由三角不等式和流形 M 的紧性，我们仍有 L1 估计，即
∫
M
|φ| 仍有估计。并

且 supM φ ≤ −1.

求 C0 估计的想法是，首先考虑积分
∫
M

exp{kφ2} 的上界估计，其中 k 为满
足一定条件的正常数。若上界估计存在，再在一定测地球内放缩，使得测地球的
半径与 infM φ 有关，而 exp{kφ2} 在测地球之内有下界，我们就可以通过解不等
式方程，得到 infM φ 的估计。

为了给出
∫
M

exp{kφ2} 的上界估计，考虑 exp{kφ2} 关于 φ 的泰勒展开：

exp{kφ2} =
∞∑
p=0

kp

p!
φ2p.

因为上述收敛的收敛半径为∞，即泰勒级数一致收敛到 exp{kφ2}，因此可以
逐项积分，有： ∫

M

exp{kφ2} ≤
∞∑
p=0

kp

p!

∫
M

|φ|2p. (2.34)

所以要对任意正整数 p，给出
∫
M
|φ|2p 的上界估计。特殊的，p = 0 时，显然

有
∫
M
1 = Vol(M).

首先，按定义计算，假设 f ∈ C2(R), g ∈ C2(M ;R)，我们有如下复合函数求
拉普拉斯的公式：

∆f(g) = f ′∆g + f ′′|∇g|2. (2.35)

因此，对于任意给定的 p ≥ 1（注意这里不要求 p 为整数），将 f(x) = xp, g = −φ
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代入上式，并且注意这里用关于度量 g′ 的拉普拉斯算子和内积，有：

∆′(−φ)p = −p(−φ)p−1∆′φ+ p(p− 1)(−φ)p−2g
′ij̄φiφj̄

= −p(−φ)p−1∆′φ+ p(p− 1)(−φ)p−2
∑
i

|φi|2

1 + φīi

= −p(−φ)p−1

(
m−

∑
i

1

1 + φīi

)
+ p(p− 1)(−φ)p−2

∑
i

|φi|2

1 + φīi
.

现在由假设 m = 2 ，将求和符号写开，有：

∆′(−φ)p =p(p− 1)(−φ)p−2
∑
i

|φi|2

1 + φīi

− 2p(−φ)p−1 + p(−φ)p−1 (1 + φ11̄)
−1 (1 + φ22̄)

−1 (2 + ∆φ)

=p(p− 1)(−φ)p−2
∑
i

|φi|2

1 + φīi
− 2p(−φ)p−1

+ 2p(−φ)p−1 exp{−F}

+ exp{−F}
[
−∆(−φ)p + p(p− 1)(−φ)p−2|∇φ|2

]
.

(2.36)

上式中第二行用到：

(1 + φ11̄)
−1 (1 + φ22̄)

−1 (2 + ∆φ) =
(1 + φ11̄) + (1 + φ22̄)

(1 + φ11̄) (1 + φ22̄)

=
1

1 + φ11̄

+
1

1 + φ22̄

.

式 (2.36) 的最后一行，用到 exp{F} = (1 + φ11̄) (1 + φ22̄) 和复合函数的拉普
拉斯公式。

接着，将 (2.36) 两端同乘 exp{F} 并关于原始度量 g =
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 的体

积形式积分，首先左端由复蒙日-安培方程 (2.1)以及函数的拉普拉斯积分得 0，我
们有： ∫

M

exp{F}∆′(−φ)pωmg =

∫
M

∆′(−φ)pωmg′ = 0.

这里 ωg 表示关于度量 g 的体积形式，此时 (2.1) 等价于：

ωmg′ = exp{F}ωmg .

移项化简，得到：

2p

∫
M

(−φ)p−1(1− exp{F}) =p(p− 1)

∫
M

(−φ)p−2

(∑
i

|φi|2

1 + φīi

)
exp{F}

−
∫
M

∆(−φ)p + p(p− 1)

∫
M

(−φ)p−2|∇φ|2.
(2.37)
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上式右端第二项为 0，并且我们有：

|∇(−φ)p/2|2 = g(∇(−φ)p/2,∇(−φ)p/2) =
∑
i

∂

∂zi
(−φ)p/2 · ∂

∂z̄i
(−φ)p/2

=
p2

4
(−φ)p−2|∇φ|2.

因此：

2p

∫
M

(−φ)p−1(1− exp{F}) = p(p− 1)

∫
M

(−φ)p−2

(∑
i

|φi|2

1 + φīi

)
exp{F}

+
4(p− 1)

p

∫
M

∣∣∇(−φ)p/2
∣∣2 . (2.38)

记得我们最初平移 φ 使得恒小于等于 0，这允许我们放缩掉上式右端第一项，因
为其大于等于 0. 即：∫

M

∣∣∇(−φ)p/2
∣∣2 ≤ p2

2(p− 1)

∫
M

(−φ)p−1(1− exp{F}). (2.39)

我们记 C2 = supM(1− exp{F}). 当 p ≥ 2 时，有：

p

2(p− 1)
≤ 1.

因此，由 (2.39)，得到：∫
M

∣∣∇(−φ)p/2
∣∣2 ≤ p2

2(p− 1)

∣∣∣∣∫
M

(1− exp{F})(−φ)p−1

∣∣∣∣
≤ pC2

∫
M

|φ|p−1.

(2.40)

记得我们的目标是给出
∫
M
|φ|2p 对任意正整数 p 的上界估计。

接着将要使用 Sobolev不等式，参考 [Eva10]：假设 u ∈ W 1,p(Ω)，其中 Ω ∈ Rn，
为欧式空间中有界开集，当 n > p 时，记 1/p∗ = 1/p− 1/n，则有：

∥u∥Lp∗ (Ω) ≤ C(Ω, n, p)∥∇u∥W 1,r(Ω).

因为考虑的都是紧致无边的流形 M，我们总可以将它分为有限个开集，每一块都
微分同胚于欧氏空间中的有界开集，因此在整个流形 M 上也有 Sobolev 不等式，
即对于任意函数 f ∈ W 1,r, r < dimR(M)，我们有：

∥f∥Lr∗ (M) ≤ C(∥f∥Lr(M) + ∥∇f∥Lr(M)).

其中常数 C 仅依赖于流形 M。
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此时流形复维数 m = 2，实维数 n = 4，取 r = 2, r∗ = 4，f = |φ| p2，即有：(∫
M

|φ|2p
)1/4

≤ C

((∫
M

|φ|p
)1/2

+

(∫
M

|∇(−φ)p/2|2
)1/2

)
. (2.41)

因为按假设，在流形 M 上 φ 恒小于 0. 将上式两边平方，再对交叉项用基本不等
式，最后将 (2.40) 代入，即可得到存在仅依赖于流形 M 的常数 C3 = 2C2，使得：(∫

M

|φ|2p
)1/2

≤ C2

(∫
M

|φ|p +
∫
M

|∇(−φ)p/2|2 + 2

(∫
M

|φ|p
)1/2

·
(∫

M

|∇(−φ)p/2|2
)1/2

)

≤ 2C2

(∫
M

|φ|p +
∫
M

∣∣∇(−φ)p/2
∣∣2)

= C3

∫
M

|φ|p + C3

∫
M

∣∣∇(−φ)p/2
∣∣2

≤ C3

∫
M

|φ|p + pC2C3

∫
M

|φ|p−1.

(2.42)
由于 φ ≤ −1, |φ| ≥ 1，因此有 |φ|p−1 ≤ |φ|p，所以我们可以对上式最后一行第二
项放缩：∫

M

|φ|2p ≤
(
C3

∫
M

|φ|p + pC2C3

∫
M

|φ|p−1

)2

≤ (C3 + pC2C3)
2

(∫
M

|φ|p
)2

.

因此，我们可以找到一个仅依赖于流形 M 的常数 C4 使得：∫
M

|φ|2p ≤ C4p
2

(∫
M

|φ|p
)2

. (2.43)

接着我们需要用到庞加莱不等式，同样参考 [Eva10]：

记 u ∈ W 1,r(M), ū = 1
Vol(M)

∫
M
u，为函数 u 在流形上的平均值，则我们有：∫

M

(u− ū)r ≤ CP

∫
M

|∇u|r,

其中 CP 为仅依赖于流形 M 的庞加莱常数。

由假设
∫
M
φ = 0，所以取 r = 2时，庞加莱不等式变为

∫
M
|φ|2 ≤ C

∫
M
|∇φ|2，

其中 C 为仅依赖于流形 M 的常数。再由 (2.40)，有：∫
M

|φ|2 =
∫
M

(−φ)2 ≤ C

∫
M

|∇(−φ)|2 ≤ 2CC2

∫
M

|φ|. (2.44)

因为之前已经得到 φ 的 L1 估计，所以从上式可得出 φ 的 L2 估计。

21



接下来我们证明，对任意整数 p ≥ 1，可以找到仅依赖于流形 M 的常数 C5，
以下不等式成立： ∫

M

|φ|p ≤ Cp
5

(p
2

)p/2
. (2.45)

记 p0 为第一个整数，使得对任意的 p ≥ p0，有：

C4(1 + VolM)

(
p+ 2

4

)(p+1)/2

≤
(
p+ 1

2

)(p−3)/2

, (2.46)

这是因为将上式含 p 的部分移项至右边，我们有：

lim
p→∞

(
p+1
2

)(p−3)/2(
p+2
4

)(p+1)/2
= lim

p→∞
e−1/2(1− 1

p+ 2
)−5/2 · 2

p+5
2 · 1

(p+ 2)2
= +∞. (2.47)

上式中前两项趋于常数 e−1/2，后两项趋于 +∞，因此极限等于 +∞.

另一方面，由于我们之前已经得到 ∥φ∥L1 , ∥φ∥L2 的估计，为了得到更高阶
∥φ∥Lp 的估计，只需要反复使用 Hölder 不等式，假设 Ω ⊂ Rn, f ∈ Lp(Ω), g ∈
Lq(Ω), 1

p
+ 1

q
= 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞，我们有：∫

Ω

|fg|dx ≤ ∥f∥p · ∥f∥p. (2.48)

应用上述不等式，以及 (2.43)，我们可得到任意 ∥φ∥Lp 的估计。

例如我们考虑一个具体的范数：

∥φ∥L5 的估计，由 Hölder 不等式：∫
M

|φ|5 =
∫
M

|φ|2 · |φ|3 ≤
(∫

M

|φ|4
)1/2

·
(∫

M

|φ|6
)1/2

,

再次使用式 (2.43) 与 Hölder 不等式，我们即可得到 ∥φ∥L5 仅依赖于 ∥φ∥L1 , ∥φ∥L2

的估计。

还需要证明此估计关于 p 的增长阶数。

有上述具体例子做参考，我们可以先在此描述思路：

我们需要用 φ 的低阶积分范数，控制高阶积分范数，其中发挥关键作用的是
式 (2.43).

按 p+ 1 的奇偶性分类讨论，很快便可以得到结果：

首先，我们可以取充分大的 C5，使得对 1 ≤ p ≤ 2p0 这有限项都有 (2.45) 成
立。接着用数学归纳法，证明 (2.55) 式对任意 p ≥ 1 都成立。若 p+1 是偶数，则
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先应用 (2.43)，再由归纳假设，应用 (2.45)，有：∫
M

|φ|p+1 ≤ C4

(
p+ 1

2

)2(∫
M

|φ|(p+1)/2

)2

≤ C4

(
p+ 1

2

)2
(
C

(p+1)/2
5

(
p+ 1

4

)(p+1)/4
)2

= C4

(
p+ 1

2

)2

Cp+1
5

(
p+ 1

4

)(p+1)/2

.

(2.49)

我们应用 (2.46) 放缩上式：∫
M

|φ|p+1 ≤ C4

(
p+ 1

2

)2

Cp+1
5

(
p+ 1

4

)(p+1)/2

≤
(
p+ 1

2

)2

· C4

(
p+ 2

4

)(p+1)/2

· Cp+1
5

≤
(
p+ 1

2

)2

· 1

(1 + Vol(M))

(
p+ 1

2

)(p−3)/2

· Cp+1
5

≤ Cp+1
5

(
p+ 1

2

)(p+1)/2

.

(2.50)

即证明了用 p+ 1 代替 p 时，仍有 (2.45) 成立。

若 p+1为奇数，我们首先还是用 (2.43)，将 φ的积分阶数降低，再用 Hölder
不等式把 |φ|(p+1)/2 放缩为 |φ|(p+1)/2，这样我们就仍然可以使用 (2.45)的归纳假设，
具体操作如下：∫

M

|φ|p+1 ≤ C4

(
p+ 1

2

)2(∫
M

|φ|(p+1)/2

)2

≤ C4

(
p+ 1

2

)2(∫
M

|φ|(p+1)/2 · 1
)2

≤ C4

(
p+ 1

2

)2
((∫

M

(
|φ|

p+1
2

) p+2
p+1

) p+1
p+2

·
(∫

M

1p+2

) 1
p+2

)2

= C4

(
p+ 1

2

)2 [∫
M

|φ|(p+2)/2

]2(p+1)/(p+2)

Vol(M)2/(p+2)

≤ C4

(
p+ 1

2

)2

Cp+1
5

(
p+ 2

4

)(p+1)/2

Vol(M)2/(p+2).

(2.51)

上式中第三行，在 Hölder 不等式中两个指标分别取为 p+2
p+1

, p+ 2，满足：

p+ 1

p+ 2
+

1

p+ 2
= 1.
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因此我们证明了，当 p+ 1 为奇数时，仍有 (2.45) 成立。

所以存在充分大的常数 C5，使得对任意正整数 p ≥ 1，(2.45) 恒成立。

所以由之前的想法，我们可以将估计 (2.45) 应用于 (2.34)，有：∫
M

exp
{
kφ2
}
≤

∞∑
p=0

kp

p!

∫
M

|φ|2p

≤
∞∑
p=0

kp

p!

(
C2

5

)p
pp.

(2.52)

由 Stirling 公式，对任意正整数 p，有：

p! ≥
√
2πpp+1/2e−p. (2.53)

将上式代入 (2.52)，我们得到：∫
M

exp
{
kφ2
}
≤

∞∑
p=0

kp√
2πpp+1/2e−p

(
C2

5

)p
pp

=
∞∑
p=0

(2π)−1/2
(
kC2

5e
)p
p−1/2.

(2.54)

记 a := kC2
5e，我们考虑如下级数的收敛性：

∞∑
p=0

ap

p1/2
.

由比值判别法：

lim
p→∞

∣∣∣∣ ap+1

(p+ 1)1/2
/
ap

p1/2

∣∣∣∣ = a.

我们取特殊的 k，使得 k < C−2
5 e−1，即 a < 1，所以我们有 (2.54) 右端级数收敛，

因此我们得到了
∫
M

exp {kφ2} 的估计。

接下来我们给出 supM |φ| 的估计：记 ∆φ = f，则由式 (2.30) 得到：

−m ≤ f ≤ C1 exp{C supφ} exp
{
− inf

M
φ
}
.

其中 C1, C 均为确定的正常数。

由 Schauder 估计，参考 [Mor66]，p.156(5.5.23).

可知，存在仅依赖于流形 M 和 C1 exp {C supφ} 的常数 C6，满足：

sup
M

|∇φ| ≤ C6

(
exp{−C infφ}+

∫
M

|φ|
)
. (2.55)
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结合之前 (2.32)，(2.33)，对 ∥φ∥L1 和 supM φ 的估计，放缩上式右端项，我们可
以找到仅依赖于流形 M 和 C 的常数 C7，使得：

sup
M

|∇φ| ≤ C7(exp{−C infφ}+ 1).

如前文所叙述，我们考虑特定的测地球：

记 q 为流形 M 上的点，满足：φ(q) = infM φ，考虑球心为 q，半径为 r =

−1
2
(infφ)C−1

7 (exp{−C infφ}+ 1)−1 的测地球，由假设，− infM φ 为一个很大的正
数，否则自然有 infM φ的估计。因此可以假设此测地球全在 q 点的单射半径之内，
再由微分中值定理，由于对 ∇φ 已经有估计，所以在这个球内恒有 φ ≤ 1

2
infM φ.

我们已经得到
∫
M

exp {kφ2}的上界估计，考虑将它再往小放缩，在流形M 的
任意一点处，有：

exp
{
kφ2
}
≥ exp

{
k(

1

2
inf
M
φ)2
}
.

因此有：∫
B(q,r)

exp
{
kφ2
}
≥ C8 exp

{
1

4
k(− infφ)2

}(
−1

2
infφ

)2m

C−2m
7 (exp{−C infφ}+1)−2m,

(2.56)
其中 C8 为一个仅依赖于 M 的正常数。

因为上式的右端项可以视为关于 − infM φ 递增的函数，并且在无穷远处将递
增到 +∞，而我们现在又知道它有上界，所以 infM φ也必然有界。结合 supM φ的
估计，我们得到了当 m = 2 时，supM |φ| 的估计。

接下来我们不假设 m = 2，对一般维数，给出 infM φ 的估计。

假设 N 是任意一个正整数，由 (2.19)，为了区分，将那里的 C 全部用 N 替
换，得到：

∆′(exp{−Nφ}(m+∆φ)) ≥ exp{−Nφ}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
−N exp{−Nφ}m(m+∆φ)

+

(
N + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
exp{−Nφ}(m+∆φ)

(∑
i

1

1 + φīi

)
.

(2.57)

类似前文，为了确定符号以及之后的估计需要，选取 N 足够大，使得：

N + inf
i ̸=l

(Rīill̄) ≥
1

2
N. (2.58)
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由上式以及之前使用特殊不等式得到的结论 (2.23)，在其左端乘(
N + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
(m+∆φ),

可得：(
N + inf

i ̸=l
(Rīill̄)

)
(m+∆φ)

(∑
i

1

1 + φīi

)
≥ 1

2
N exp

{
−F
m− 1

}
(m+∆φ)1+

1
m−1 .

(2.59)
又因为当 x ∈ R 有正下界时，存在常数 c，使得：

x1+
1

m−1 − x ≥ c.

利用上述不等式，以及凯勒度量的正定性，将 m + ∆φ 代入 x，可知存在仅依赖
于 supF 和 m 的常数 C9，满足：

1

2
N exp

{
−F
m− 1

}
(m+∆φ)m/(m−1) ≥ 2Nm(m+∆φ)−NC9. (2.60)

将 (2.58)，(2.59)，(2.72) 代入 (2.57)，即得到：

∆′(exp{−Nφ}(m+∆φ)) ≥ exp{−Nφ}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīil̄)

)
−N exp{−Nφ}m(m+∆φ)

+
1

2
N exp

{
−F
m− 1

}
(m+∆φ)

m
m−1 exp{−Nφ}

≥ exp{−Nφ}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīil̄)−NC9

)
+N exp{−Nφ}m(m+∆φ).

将上式两边同乘 exp{F}放缩，并且把最后一行第二项中 m+∆φ的括号打开，有：

exp{F}∆′(exp{−Nφ}(m+∆φ)) ≥ exp{−Nφ} exp{F}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīill̄)−NC9

)
+N exp{−Nφ} exp{infF}m(m+∆φ)

= exp{−Nφ}
{

exp{F}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīiil̄)−NC9

)
+m2N exp{infF}

}
+mN exp{infF} exp{−Nφ}∆φ.

(2.61)

我们再计算复合函数 exp{−Nφ} 的拉普拉斯：

∆ exp{−Nφ} = −N exp{−Nφ}∆φ+N2 exp{−Nφ}|∇φ|2.
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将上式右端第一项代入 (2.61) 右端最后一项：

exp{F}∆′(exp{−Nφ}(m+∆φ))

≥ exp{−Nφ}
{

exp{F}
(
∆F −m2 inf

i ̸=l
(Rīill̄)−NC9

)
+m2N exp{infF}

}
+m exp{infF}

(
−∆ exp{−Nφ}+N2 exp{−Nφ}|∇φ|2

)
.

上式右端花括号内式子在紧流形 M 上有下界，记为 −C10，它仅依赖于 N,F 和
流形 M：

exp{F}∆′(exp{−Nφ}(m+∆φ))

≥ −C10 exp{−Nφ}+m exp{infF}
(
−∆ exp{−Nφ}+N2 exp{−Nφ}|∇φ|2

)
.

将上式两边同时关于初始度量的体积形式 ωmg 积分，并用复蒙日-安培方程 ωmg′ =

exp{F}ωmg ，得到左端以及右端第二项积分均等于 0，再两端同乘 1
4
，有：

1

4
N2

∫
M

exp{−Nφ}|∇φ|2 =
∫
M

∣∣∣∣∇ exp
{
−1

2
Nφ

}∣∣∣∣2
≤ 1

4
C10m

−1 exp{− infF}
∫
M

exp{−Nφ}.
(2.62)

有了这些准备工作，接下来，我们目标是给出
∫
M

exp {−Nφ} 的上界估计。

用反证法，假设
∫
M

exp {−Nφ} = +∞，由于 φ本身的正则性假设，由 Sobolev
逼近定理 [Eva10]，可知存在一列 {φi} 依 H1(M) 范数收敛到 φ，其中每一项都满
足 (2.33) 中的 L1 估计和上式，但其积分的极限无界：

lim
i→∞

∫
M

exp {−Nφi} = ∞.

我们定义：

exp {−Nφ̃i} :=
exp {−Nφi}∫
M

exp {−Nφi}
. (2.63)

以及：

exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
:=

exp
{
−1

2
Nφi

}(∫
M

exp {−Nφi}
) 1

2

. (2.64)

特别的，我们可以算出：∫
M

∣∣∣∣∇ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣2 =
∫
M

∣∣∇ exp
{
−1

2
Nφi

}∣∣2∫
M

exp {−Nφi}
.

因此由 (2.62) 可知：∫
M

∣∣∣∣∇ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣2 ≤ 1

4
C10m

−1 exp{− infF}. (2.65)

27



从上式中我们知道，
∫
M

∣∣∇ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣2 具有一致上界，且其上界仅依赖于常数
N,F 和流形 M 本身。

由 Sobolev 嵌入定理 [Eva10]，我们知道 H1(M) ⊂⊂ L2(M) 为紧嵌入，即对
任意 H1(M) 中的有界序列，都存在一个在 L2(M) 范数下收敛的子列，并且极限
函数仍然属于 L2(M)。

由定义 (2.64) 我们有：∫
M

∣∣∣∣exp
{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣2 =
∫
M

exp
{
−1

2
Nφi · 2

}∫
M

exp{−Nφi}
= 1. (2.66)

因此，我们考虑序列 {exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
}，由 (2.65)和 (2.66)知该序列为 H1(M)

中的有界序列，因此存在子列，依 L2(M) 范数收敛，并且收敛到的极限仍然属于
L2(M) 中的某个函数 f，不妨记这个子列为 {exp

{
−1

2
Nφ̃i

}
} 本身。

另一方面，对任意 λ > 0，有：∫
M

|φ| =
∫
{x||φ(x)|≥λ}

|φ|+
∫
{x||φ(x)|<λ}

|φ|

≥ λVol{x | |φ(x)| ≥ λ}.

由上式可得：
Vol{x||φ|(x) ≥ λ} ≤ 1

λ

∫
M

|φ|. (2.67)

进一步，我们可以按定义 (2.64) 将 exp{−1
2
Nφ̃i} 写开，两边取自然对数，整

理可得

Vol
{
x

∣∣∣∣λ ≤ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}}
= Vol

x
∣∣∣∣∣∣λ ≤

exp
{
−1

2
Nφi

}(∫
M

exp {−Nφi}
) 1

2


= Vol

{
x

∣∣∣∣ 2N logλ+
1

N
log
∫
M

exp {−Nφi} ≤ −φi
}
.

(2.68)

由假设 limi→∞
∫
M

exp {−1
2
Nφi} = ∞，所以当 i 充分大的时候，有：

Vol
{
x

∣∣∣∣λ ≤ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}}
≤ Vol

{
x

∣∣∣∣0 < 2

N
logλ+

1

N
log
∫
M

exp {−Nφi} ≤
∣∣∣∣φi∣∣∣∣ }

≤
(

2

N
logλ+

1

N
log
∫
M

exp {−Nφi}
)−1 ∫

M

|φi| .

(2.69)
上式中第一个小于等于号是因为当 i 充分大时，首先保证了

2

N
logλ+

1

N
log
∫
M

exp{−Nφi} > 0.
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其次将 (2.68) 中 −φi 代换为 |φi| 后集合的测度不减。第二个小于等于号由 (2.67)
即可得到。

由假设 (2.33)，有
{∫

M
|φi|
}
一致有界，所以在上式中让 i 趋于无穷，右端分

子有界，分母趋于 +∞，右端项趋于 0，所以对任意 λ > 0，有：

lim
i→∞

Vol
{
x | λ ≤ exp

{
−1

2
Nφ̃i

}}
= 0. (2.70)

接着，我们考虑集合 {x | λ ≤ f(x)}的测度：首先，因为 f 是序列 {exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
}

在 L2(M) 范数下的极限，我们有 f ≥ 0，我们证明如下包含关系：

{x | λ ≤ f(x)} ⊂
{
x | 1

2
λ ≤

∣∣∣∣f − exp
{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣ }⋃{
x | 1

2
λ ≤ exp

{
−1

2
Nφ̃i

}}
.

(2.71)
这是因为，若

∣∣f − exp
{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣ < 1
2
λ 并且 exp

{
−1

2
Nφ̃i

}
< 1

2
λ，则我们有：

f = |f | ≤
∣∣∣∣f − exp

{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣+ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
< λ.

所以要是有 f(x) ≥ λ，x 必须至少属于 (2.71) 右边两集合中的一个，再由测度的
次可列可加性，我们有：

Vol{x | λ ≤ f(x)} ≤ Vol
{
x

∣∣∣∣12λ ≤
∣∣∣∣ f − exp

{
−1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣ ,}
+ Vol

{
x

∣∣∣∣ 12λ ≤ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}}
≤ 4

λ2

∫
M

∣∣∣∣f − exp
{
1

2
Nφ̃i

}∣∣∣∣2 + Vol
{
x

∣∣∣∣ 12λ ≤ exp
{
−1

2
Nφ̃i

}}
.

(2.72)

由假设，exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
依 L2 范数收敛到函数 f ∈ L2(M)，所以 (2.72) 第二

行第一项当 i→ ∞时，趋向于 0. 再由 (2.70)可知上式第二行第二项也等于 0. 因
此，对任意 λ > 0，有：

Vol{x|λ ≤ f} = 0. (2.73)

因为 f 为 exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
在 L2 范数的极限，f ≥ 0，由上式可知 f 在流形 M

上几乎处处为 0. 而由 (2.66) 可知 exp
{
−1

2
Nφ̃i

}
的 L2(M) 范数恒等于 1，所以∫

M
f 2 = 1，这与 (2.73) 矛盾。

从上述计算中我们可以看到，推出矛盾的过程仅与 N,F 和流形 M 有关，所
以我们不但证明了

∫
M

exp{−Nφ} 存在上界估计，而且知道该上界仅依赖于 N,F

和流形 M .
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接着我们用类似 m = 2时的讨论，因为 Schauder估计对任意维数都成立，我
们可以找到仅依赖于流形 M 和 C 的常数 C7，使得：

sup
M

|∇φ| ≤ C7(exp{−C infφ}+ 1). (2.74)

我们仍考虑球心在 φ 的最小值点 q 处，半径为 −1
2

infφC−1
7 (exp{−C infφ}+

1)−1 的在球心单射半径内的测地球。由中值定理我们同样可以得到在球内 φ 不会
超过 1

2
infM φ.

当 N 充分大的时候，我们有：∫
B(q,r)

exp {−Nφ} ≥ C12 exp
{
−1

2
N infφ

}(
−1

2
infφ

)2m

C−2m
7 (exp{−C infφ}+1)−2m,

(2.75)

其中 C12为一个仅依赖于流形M 的正常数。又因为我们已经证明
∫
M

exp{−Nφ}
的有仅依赖于 N,F 和流形 M 的上界估计，因为上式右端为关于 − infM φ 的递增
函数并且在无穷远处趋向于 +∞，而它又有上界，所以我们知道 − infM φ 存在上
界估计。因此得到了 supM |φ|，即 φ 的 C0 估计。

至此我们得到了 supM |φ| 的估计，supM |∇φ| 的估计，以及 supM(m + ∆φ)

的估计。因为
(
gij̄ + φij̄

)
为正定的 Hermitian 矩阵，在特殊坐标系下，对任意 i，

1 + φīi 均为正数，并且我们有：

1 + φīi ≤ m+∆φ =
∑
i

(1 + φīi).

再结合 supM(m+∆φ) 的估计，我们由此可以给出每一个 1 + φīi 的上界估计。

又由
∏m

i=1 (1 + φīi) = exp{F}，若存在 i，使得 1 +φīi 趋向于 0，则必然对某
个 j 有 1 + φjj̄ 趋向于 ∞，矛盾，所以 1 + φīi 存在正下界。

因此，我们证明了度量
∑

i,j

(
gij̄ + ∂2φ/∂zi∂z̄j

)
dzi ⊗ dz̄j 与

∑
i,j gij̄dz

i ⊗ dz̄j

一致等价。

总结起来，我们证明了如下命题：

命题 2. 记 M 为一个紧凯勒流形，其度量张量为 g =
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j. 假设

φ ∈ C4(M) 为一个实值函数，满足：∫
M

φ = 0,

并且 ∑
i,j

(gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
)dzi ⊗ dz̄j,
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定义了流形 M 上的另一度量。若对于某个实值光滑函数 F ∈ C∞(M)，有：

det(gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
) det(gij̄)−1 = expF.

则存在仅依赖于 infM F, supM F, infM ∆F 和 M 的常数 C1, C2, C3 和 C4，满足
supM |φ| ≤ C1, supM |∇φ| ≤ C2, 0 < C3 ≤ 1 + φīi ≤ C4, ∀i.

2.3 解的 C3 估计

对三阶估计我们仿照卡拉比 [Cal58] 的做法，考虑函数：

S =
∑

g′ir̄g′j̄sg′kt̄φij̄kφr̄st̄.

我们考虑特殊的坐标系，即在一点处，度量矩阵 (gij̄)等于单位阵，且 (φij̄)为
对角矩阵。经过一系列较为复杂的计算，我们可以得到：

∆′S ∼=
∑

(1 + φīi)
−1(1 + φjj̄)

−1(1 + φkk̄)
−1 (1 + φαᾱ)

−1

×

{∣∣∣∣∣φījk̄α −∑
p

φīpk̄φp̄jα (1 + φpp̄)
−1

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣φij̄kα −∑
p

(
φp̄iαφpj̄k + φp̄ikφpj̄α

)
(1 + φpp̄)

−1

∣∣∣∣∣
2}

.

(2.76)

其中 A ∼= B 表示 |A− B| ≤ C1S + C2

√
S + C3，其中 C1, C2, C3 均为可以被估计

的常数。另一方面，根据之前计算，我们有：

∆′(∆φ) ≥
∑

(1 + φkk̄)
−1 (1 + φīi)

−1
∣∣φkīj̄∣∣2 − C4,

其中 C4 为一个可以估计的常数。因此我们再假设 C5 为一个充分大的正常数，有：

∆′ (S + C5∆φ) ≥ C6S − C7, (2.77)

其中 C6, C7 均为可以被估计的正常数。将上式两边加上 C6C5∆φ，有：

∆′ (S + C5∆φ) + C6C5∆φ ≥ C6S − C7 + C6C5∆φ,

在 S + C5∆φ 取到最大值点处，有 ∆′ (S + C5∆φ) ≤ 0，因此移项有：

C6(S + C5∆φ) ≤ C7 + C6C5∆φ.
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而我们已经有∆φ的一致估计，所以上式右端有界，因此得到 supM(S+C7∆φ)

的估计，因此得到 supM S 的估计，由此对任意 i, j, k 得到 φij̄k 的估计。所以我们
看到，在 (2.77) 两端添加项 C6C5∆φ 的原因是为了凑出 S + C5∆φ.

因此总结起来，我们有如下命题：

命题 3. 记 M 为一个紧凯勒流形，其度量张量为 g =
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j. 假设

φ ∈ C4(M) 为一个实值函数，满足：∫
M

φ = 0,

并且
∑

i,j(gij̄ +
∂2φ
∂zi∂z̄j

)dzi ⊗ dz̄j 定义了流形 M 上的另一度量。若对于某个实值光
滑函数 F ∈ C∞(M)，有：

det(gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
) det(gij̄)−1 = expF.

则 φij̄k有仅依赖于
∑

i,j gij̄dz
i⊗dz̄j, supM |F |, supM |∇F |, supM supi |Fīi|和 supM supi |Fij̄k|

的估计。
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第三章 求解复蒙日-安培方程

现在我们可以证明复蒙日-安培方程

det(gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
) det(gij̄)−1 = expF, F ∈ C3(M ;R). (3.1)

解的存在性，并给出正则性估计。将方程两边积分，因为在同一个凯勒类中的凯
勒形式对应的流形体积相同，事实上我们可将上式写为：

(ω +
√
−1∂∂̄φ)m = exp{F}ωm.

左端项展开，分部积分即可看出这一事实。所以我们得到函数 F 应该满足必要条
件： ∫

M

expF = Vol(M).

接下来我们将证明，如果 F ∈ Ck(M), ∀k ≥ 3 并且 F 满足上式，那么存在 φ

满足方程 (3.1)，并且 φ ∈ Ck+1,α(M), ∀0 ≤ α < 1. 我们将用经典的连续性方法证
明解的存在性，这也是求解非线性微分方程常用方法。为此，我们需要考虑一族
带参数的复蒙日安培方程，使得在参数 t 的一边端点处，显然有解，再试图说明
该集合既开又闭。我们考虑集合：

S =

{
t ∈ [0, 1] | 方程 det

(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
det
(
gij̄
)−1

= Vol(M)

[∫
exp{tF}

]−1

exp{tF} 存在解φ ∈ Ck+1,α(M)

}
.

我们可以直接看出 0 ∈ S，因为当 t = 0 时，任意常值函数 φ 都满足方程。

如果能进一步证明 S 既是开集又是闭集，即说明了 S 只能为全集，S = [0, 1].
而 1 ∈ S 就意味着复蒙日-安培方程存在解 φ ∈ Ck+1,α(M).

首先，为了说明 S 是开集，我们用标准的反函数定理 [Sch69]：
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定理 1 (反函数定理). 记 X,Y 为两个 Banach流形，x0 ∈ X, y0 ∈ Y，并记 G : X →
Y 为具有 C1-Frechet导数的映射。假设：(1) G(x0) = y0；(2) Dx0G : Tx0X → Ty0Y

为 Banach 空间之间的同构。则存在开邻域 U, V，使得 x0 ∈ U ⊂ X, y0 ∈ V ⊂ Y，
以及一个具有 C1-Frechet 导数的映射 F : V → U，使得 G(F (y)) = y, ∀y ∈ V .

虽然上述定理中有些概念我们并没有严格给出定义，但是在具体使用中，类
比欧氏空间的反函数定理，其使用是直接的。

我们记：

θ :=

{
φ ∈ Ck+1,α(M) | 1 + φīi > 0, ∀i, 并且

∫
M

φ = 0

}
,

以及

B :=

{
f ∈ Ck−1,α(M) |

∫
M

f = VolM
}
.

由定义，我们知道 θ 是 Banach 空间 Ck+1,α(M) 中的开集，B 是 Banach 空间
Ck−1,α(M) 中的仿射超平面，事实上对任意函数 f ∈ B，考虑函数 f − 1，即有∫
M
(f − 1) = 0，所以将 B 平移后，得到过 Banach 空间中原点的线性空间。

考虑映射 G : θ → B:

G(φ) = det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1.

为了使用反函数定理，我们需要计算 G 在任意给定一点处 φ0 的微分，并期
望说明其微分既单又满，从而得出线性空间之间的同构，用行列式的求导法则有：

dGφ0(φ0 + tφ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

G(φ0 + tφ)

= det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1∆φ0(φ0).

因此 G在 φ0的微分为 det
(
gij̄ +

∂2φ
∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1∆φ0，其中∆φ0 为度量

∑
i,j(gij̄+

∂2φ0

∂zi∂z̄j
)dzi ⊗ dz̄j 相应的拉普拉斯算子。

因为 B 为仿射空间，所以其在任意点处的切空间均为 Ck−1,α(M) 中满足∫
M
f = 0 的函数，即：

{f ∈ Ck−1,α(M) |
∫
M

f = 0}.

接着应用 Fredholm 二择一理论 [Eva10]，可知 ∆φ0φ = g 存在弱解的充要条件为∫
M
gdVφ0 = 0. 所以要想使方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ0

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1∆φ0φ = f. (3.2)
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存在弱解，而上式等价于：

∆φ0φ = det
(
gij̄ +

∂2φ0

∂zi∂z̄j

)−1

det(gij̄)f.

我们需要： ∫
M

det
(
gij̄ +

∂2φ0

∂zi∂z̄j

)−1

det(gij̄)fdVφ0 =

∫
M

fdVφ = 0.

即恰好 dGφ0 的像全都落在 B 的切空间中，因此现在我们可以试图说明映射 G 在
一点 φ0 处的微分 dGφ0 是既单又满的：

由经典的 Schauder 理论，我们知道，对于椭圆方程 (3.2)，只要函数 f ∈
Ck−1,α(M)，就可以保证存在解 φ ∈ Ck+1,α(M). 这说明 dGφ0 是满射。

还需要说明单射，考虑方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ0

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1∆φ0φ = 0. (3.3)

显然，我们有 φ ≡ 0 为上述方程的解。又因为任意两个满足方程 (3.2) 的解做差，
就得到上述方程的解，由极大值原理可知，两个解之间至多相差一个常数。因为
我们要求 φ 满足条件

∫
M
φ = 0，所以 φ ≡ 0 为满足方程 (3.3) 的唯一解。

因此，我们证明了 dGφ0 为既单又满的线性映射，应用反函数定理，便得到 G

将 φ0 的一个开邻域映为 G(φ0) 在 B 中的一个开邻域，因此 S 是开集。

接下来还需要证明 S 是闭集：

我们考虑证明 S 是自列紧的，因为在 R 中紧等价于自列紧等价于有界闭集。
假设 {tq} 为 S 中的序列，即我们有序列 {φq} ⊂ Ck+1,α(M)，满足：

det
(
gij̄ +

∂φq
∂zi∂z̄j

)
det
(
gij̄
)−1

= Vol(M)

(∫
M

exp {tqF}
)−1

exp {tqF} .

因为对每个函数 φq 加减任意常数仍满足上述方程，不妨假设
∫
M
φq = 0. 将上式

两边在法坐标系下同时取关于 ∂
∂zp
的微分，用行列式求导法则，得到：

det
(
gij̄ +

∂2φq
∂zi∂z̄j

)∑
i,j

g′ij̄q
∂2

∂zi∂z̄j

(
∂φq
∂zp

)

= Vol(M)

(∫
M

exp {tqF}
)−1

∂

∂zp
[
exp {tqF} det

(
gij̄
)]
.

其中 (g′ij̄q ) 表示 (gij̄ +
∂2φq

∂zi∂z̄j
) 的逆矩阵。
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我们已经证明了 1 + φīi 有两边估计，即上式左端的算子为一致椭圆算子，再
由 φ 的三阶估计，可知上式左端项为 α-Hölder 连续的，α 为任意 [0, 1] 中的数。

用系数连续的一致椭圆方程正则性理论，由 Schauder 估计即得到 ∂φq

∂zp
的

C2,α(M) 估计，同理我们有 ∂φq

∂z̄p
的 C2,α(M) 估计，从而进一步得到上式左端算子

的系数属于 C1,α(M)，用所谓 Bootstrap 的方法我们最终得到了 φq 的 Ck+1,α(M)

估计。又由 Arzela-Ascoli定理即知 {φq}存在子列，在 Ck+1,α(M)中收敛到 φ，并
且 φ 满足：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1 = Vol(M)

(∫
M

exp {t0F}
)−1

exp {t0F} .

其中 t0 = limq→∞ tq，因此序列 {tq} 存在收敛子列，即说明 S 为闭集。

因此我们得到了如下定理：

定理 2. 记 M 为一个紧凯勒流形，其度量张量为
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j. 假设 F ∈

Ck(M), k ≥ 3 并且满足
∫
M

expF = Vol(M). 则存在函数 φ ∈ Ck+1,α(M), ∀0 ≤
α < 1，使得

∑
i,j(gij̄ +

∂2φ
∂zi∂z̄j

)dzi ⊗ dz̄j 仍为一个凯勒度量，并且满足：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= expF det (gij̄). (3.4)

回顾卡拉比猜想，即：

令 M 为一个紧凯勒流形，其度量张量为
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j，其 Ricci 张量

为
∑

i,j Rij̄dz
i ⊗ dz̄j，陈省身 [Che46] 证明了 Ricci 张量相应的一个 (1, 1)-形式：

√
−1
2π

∑
i,j Rij̄dz

i ∧ dz̄j 就代表了流形 M 的第一陈类。

之后卡拉比提出了如下问题：

如果 (1, 1)-形式
√
−1
2π

∑
i,j R̃ij̄dz

i ∧ dz̄j 为另一个第一陈类中的代表元，那么是
否能找到一个流形 M 上的凯勒度量，使得

∑
i,j R̃ij̄dz

i ⊗ dz̄j 为该凯勒度量对应的
Ricci 张量？

上述定理就给出了 Calabi 猜想的肯定结论。事实上，我们知道：

Rαβ̄ = − ∂2

∂zα∂z̄β
log det(gij̄).

由问题假设，
√
−1
2π

∑
R̃αβ̄dz

α ∧ dz̄β 为第一陈类的代表元，由 ∂∂̄-引理知道：

R̃αβ̄ = Rαβ̄ −
∂2

∂zα∂z̄β
f,

其中 f 为某实值光滑函数。
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由上述定理，我们可以找到光滑函数 φ，使得
∑

i,j(gij̄ +
∂2φ
∂zi∂z̄j

)dzi ⊗ dz̄j 仍为
一个凯勒度量，并且满足方程：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ

∂zα∂z̄β

)
det
(
gαβ̄
)−1

= C exp{f}.

其中 C 为一个给定常数，满足：∫
M

C exp{f} = Vol(M).

因此，我们证明了如下定理：

定理 3. 记M 为一个紧凯勒流形，其度量张量为
∑

i,j gij̄dz
i⊗dz̄j. 若张量

∑
i,j R̃ij̄dz

i⊗
dz̄j 对应的 (1, 1)-形式

√
−1
2π

∑
i,j R̃ij̄dz

i ∧ dz̄j 为流形第一陈类的代表元，那么我们
可以找到一个凯勒度量

∑
i,j g̃ij̄dz

i ⊗ dz̄j 使得其 Ricci 张量等于
∑

i,j R̃ij̄dz
i ⊗ dz̄j.

更进一步，新度量对应的凯勒形式与原始度量对应的凯勒形式在同一个凯勒类里，
并且满足上述条件的凯勒度量是唯一的。
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第四章 具有更一般右端项的复蒙
日-安培方程

本节我们将研究如下形式的方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= exp{F (x, φ)} det(gij̄). (4.1)

其中
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 为紧凯勒流形 M 的凯勒度量，F 为定义在 M × R 上的光

滑函数，并且满足 ∂F
∂t

≥ 0.

求解上述方程，即找一个满足方程的光滑实值函数 φ，并且使得
∑

i,j(gij̄ +
∂2φ
∂zi∂z̄j

)dzi ⊗ dz̄j 仍为一个凯勒度量。为保证这样的函数 φ 存在，将方程两边积分
即得到必要条件，存在光滑函数 ψ 满足：∫

M

exp{F (x, ψ)} = Vol(M).

由定理 2，已经知道当 (4.1) 右端项取成固定光滑函数 ψ 时，光滑解 φ 的存
在性，接着我们将用迭代的方法求解上述更一般的方程。为了保证解的光滑性，我
们还需要对 φ 做各阶先验估计。

4.1 更一般复蒙日-安培方程解的 C0 估计

首先证明 (4.1) 解的唯一性：

引理 3. 若 φ 和 φ̄ 为满足方程 (4.1) 的两个光滑解，并且使得：∑
i,j

(gij̄ +
∂2φ

∂zi∂z̄j
)dzi ⊗ dz̄j,

以及 ∑
i,j

(gij̄ +
∂2φ̄

∂zi∂z̄j
)dzi ⊗ dz̄j.
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均为流形 M 的凯勒度量。则 φ− φ̄ 为常数。

证明. 由 φ 和 φ̄ 均满足方程 (4.1)，两式相除，并凑出关于 φ− φ̄ 的项，得到：

det
(
gij̄ +

∂2φ̄

∂zi∂z̄j
+
∂2(φ− φ̄)

∂zi∂z̄j

)
det
(
gij̄ +

∂2φ̄

∂zi∂z̄j

)−1

= exp{F (x, φ)− F (x, φ̄)}.

(4.2)

记 ∆φ 为关于度量
∑

i,j

(
gij̄ +

∂2φ
∂zi∂z̄i

)
dzi ⊗ dz̄j 的拉普拉斯算子，我们将上式

方便的记为：

det
(
gij̄ + φ̄ij̄ + (φ− φ̄)ij̄

)
det
(
gij̄ + φ̄ij̄

)−1
= exp{F (x, φ)− F (x, φ̄)}.

选取坐标系，使得矩阵 (gij̄) 为单位矩阵，并且 (φij̄), (φ̄ij̄) 同时为对角矩阵，
这由矩阵变换可以做到。

则上式在这一坐标系下变为：∏m
i=1(1 + φ̄īi + (φ− φ̄)īi)∏m

i=1(1 + φ̄īi)
=

m∏
i=1

(
1 +

(φ− φ̄)īi
1 + φ̄īi

)
= exp{F (x, φ)− F (x, φ̄)}.

用均值不等式，得到：

m+∆φ(φ− φ̄)

m
=

∑m
i=1

(
1 + (φ−φ̄)īi

1+φīi

)
m

≥ m

√√√√ m∏
i=1

(
1 +

(φ− φ̄)īi
1 + φīi

)
= exp{ 1

m
[F (x, φ)− F (x, φ̄)]}.

即我们有如下不等式：

m+∆φ(φ− φ̄)

m
≥
[
det
(
gij̄ + φij̄

)
det
(
gij̄ + φ̄ij̄

)−1
]1/m

(4.3)

所以我们有：

m+∆φ(φ− φ̄) ≥ m exp{ 1

m
[F (x, φ)− F (x, φ̄)]}. (4.4)

再由经典的中值定理：

F (x, φ)− F (x, φ̄) =

∫ φ(x)

φ̄(x)

∂F

∂t
(x, τ)dτ =

∂F

∂t
(x, t̄(x))(φ(x)− φ̄(x)). (4.5)

其中 t̄(x) 为 inf(φ(x), φ̄(x)) 与 sup(φ(x), φ̄(x)) 之间的某个数。

由于 ∂F
∂t

≥ 0，从 (4.5) 可知，当 φ(x)− φ̄(x) > 0 时，

F (x, φ)− F (x, φ̄) ≥ 0,
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因此 (4.4) 右端项 m exp{ 1
m
[F (x, φ)− F (x, φ̄)]} ≥ m，从而 ∆φ(φ− φ̄) ≥ 0.

由极大值原理可知 φ − φ̄ 恒为常数：考虑 E = {x | φ(x) − φ̄(x) < 0}，上的
积分：

0 ≥
∫
E

(φ− φ̄) ·∆φ(φ− φ̄) =

∫
E

|∇(φ− φ̄)|2 ≥ 0.

因此 φ− φ̄在 E 上恒为常数。同理，在上述证明中交换 φ, φ̄的位置即可得到 φ− φ̄
在 M\E 上恒为常数。又由于 φ− φ̄ 为光滑函数，我们知道在流形 M 上 φ− φ̄ 恒
为常数。

接着我们用迭代的方法证明方程 (4.1) 解的存在性以及 C0 估计。由定理 2，
存在光滑函数 φ0 使得

∑
i,j(gij̄ +

∂2φ0

∂zi∂z̄j
)dzi ⊗ dz̄j 为凯勒度量且满足方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ0

∂zi∂z̄j

)
= exp{F (x, ψ)} det(gij̄). (4.6)

记 φ̄0 = φ0 + supM |φ0 − ψ| 以及 ¯̄φ0 = φ0 − supM |φ0 − ψ|，均为 φ0 加减一个
常数，所以都满足上述方程，并且更进一步，由定义可知，对任意 x ∈M 有：

φ̄0(x) ≥ ψ(x) ≥ ¯̄φ0(x). (4.7)

记 A := {(x, t)|x ∈ M, φ̄0(x) ≥ t ≥ ¯̄φ0(x)} 由于 M 为紧流形，φ̄0, ¯̄φ0 都是紧
流形上的光滑函数，所以有界。因此可知 A 为 M × R 的紧子集，所以我们可以
定义：

k := sup
(x,t)∈A

∂F

∂t
(x, t) + 1 > 0. (4.8)

我们将用如下迭代格式：

记 φ̄i, ¯̄φi 分别为下面两个方程的光滑解，为了区分指标，当涉及到迭代过程
时，迭代指标记为 i，张量的角标改用 α, β 表示：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄i
∂zα∂z̄β

)
= exp {kφ̄i + F (x, φ̄i−1)− kφ̄i−1} det(gαβ̄),

det
(
gαβ̄ +

∂2 ¯̄φi
∂zα∂z̄β

)
= exp {k ¯̄φi + F (x, ¯̄φi−1)− k ¯̄φi−1} det(gαβ̄),

(4.9)

其中
∑

α,β

(
gαβ̄ +

∂2φ̄i

∂zα∂z̄β

)
dzα ⊗ dz̄β 和

∑
α,β

(
gαβ̄ +

∂2 ¯̄φi

∂zα∂z̄β

)
dzα ⊗ dz̄β 均为凯勒度

量。

为了使用上述迭代格式，我们首先需要证明具有上述特殊形式方程解的存在
唯一性。我们证明如下引理：
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引理 4. 记 M 为紧凯勒流形，其凯勒度量记为
∑

i,j(gij̄ +
∂2φ
∂zi∂z̄j

)dzi ⊗ dz̄j. F 为
M 上的任意光滑函数。则对任意常数 k > 0，方程

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= exp{kφ+ F} det(gij̄). (4.10)

存在唯一光滑解 φ，使得
∑

i,j(gij̄ +
∂2φ
∂zi∂z̄j

)dzi ⊗ dz̄j 仍为凯勒度量。

证明. 仿照定理 2 的证明过程，我们仍然用连续性方法证明存在性，考虑以 t 为
参数的一族方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= exp{kφ+ tF} det(gij̄). (4.11)

其中最关键的还是关于 φ 的 C0 估计，但因为 k > 0，使得情况变得很简单：

记在 φ 在流形 M 上的最大值点为 x0，在这一点处，φ 的 Hessian 矩阵半负
定，选取特殊坐标系，可知 ∀i, φīi ≤ 0，因此有：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1 ≤ 1.

由 (4.11)可知，上式左端项等于 exp{kφ(x0)+tF (x0)} ≤ 1，即 kφ(x0)+tF (x0) ≤ 0，
移项即得 supM φ = φ(x0) ≤ − t

k
F (x0)，即我们方便的得到了 supM φ 的估计。

类似的，考虑在 φ 取到最小值点处 x1，有：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1 ≥ 1.

于是可以得到 infM φ ≥ − t
k
F (x1). 接着类似定理 2 的证明过程，就可以得到解的

存在性。

又因为 ∂(kφ+tF )
∂φ

= k > 0，所以方程 (4.10) 满足引理 3 中条件，因此我们知道
两个解之间至多相差一个常数，记为 φ− φ̃ = c，而由方程 (4.10)，两个方程相除
得到：ekc = 1，因为 k ̸= 0，即只能有 c = 0，所以解还具有唯一性。

上述定理保证了解的存在唯一性，接着我们证明，满足方程 (4.9) 的解之间，
存在如下关系，对任意 i ≥ 0：

¯̄φ0 ≤ ¯̄φi ≤ ¯̄φi+1 ≤ φ̄i+1 ≤ φ̄i ≤ φ̄0. (4.12)
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我们采用数学归纳法：当 i = 0，我们考虑 φ̄1 满足方程 (4.9)，再用不等式
(4.7) 进行放缩，由于 φ0 满足方程 (4.6)，我们即可得到如下不等式：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄1

∂zα∂z̄β

)
= exp {kφ̄1 − kφ̄0} exp {F (x, φ̄0)} det

(
gαβ̄
)

≥ exp {k (φ̄1 − φ̄0)} exp{F (x, ψ)} det
(
gαβ̄
)

= exp {k (φ̄1 − φ̄0)} det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄0

∂zα∂z̄β

)
.

(4.13)

在 φ̄1 − φ̄0 取到最大值处，有 ∆(φ̄1 − φ̄0) ≤ 0，我们可以将上式重写为：

1

m
[m+∆(φ̄1 − φ̄0)] ≤ 1.

与 (4.3) 左端项的计算完全相同，通过考虑特殊坐标系，我们知道上式就等价于

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄1

∂zα∂z̄β

)
≤ det

(
gαβ̄ +

∂2φ̄0

∂zα∂z̄β

)
.

结合 (4.13) 我们即知 supM(φ̄1 − φ̄0) ≤ 0。

类似的讨论，写出 ¯̄φ1满足的方程，并使用不等式 (4.7)，我们可以得到 supM( ¯̄φ0−
¯̄φ1) ≤ 0. 即证明了 (4.12) 中第二、第四个不等号，对初始值 i = 0 成立。

我们还需要证明第三个不等号成立，即 ¯̄φ1 ≤ φ̄1：在方程组 (4.9) 中，我们取
i = 1，并将两式相除，得到：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄1

∂zαz̄β

)
det
(
gαβ̄ +

∂2 ¯̄φ1

∂zα∂z̄β

)−1

= exp {kφ̄1 − k ¯̄φ1 + F (x, φ̄0)− F (x, ¯̄φ0)− k (φ̄0 − ¯̄φ0)} .
(4.14)

由 (4.8) 中 k 的定义和 φ̄0 ≥ ¯̄φ0，以及微分中值定理 (4.5) 可得，对任意 x ∈M 都
有：

F (x, φ̄0)− F (x, ¯̄φ0)− k (φ̄0 − ¯̄φ0) ≤ 0. (4.15)

因此回到方程 (4.14)，有：

det
(
gαβ̄ +

∂2 ¯̄φ1

∂zα∂z̄β

)
det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄1

∂zα∂z̄β

)−1

≥ exp {k ( ¯̄φ1 − φ̄1)} . (4.16)

在 ¯̄φ1 − φ̄1 的最大值点处，有 ∆( ¯̄φ1 − φ̄1) ≤ 0，等价于 1
m
[m+∆(φ̄1 − φ̄0)] ≤ 1. 再

由不等式 (4.3) 可知上式左端小于等于 1，又因为 k ≥ 0，所以有 φ̄1 ≥ ¯̄φ1.

接着我们用数学归纳法，假设对于任意 j < i 已经有：

¯̄φ0 ≤ ¯̄φj−1 ≤ ¯̄φj ≤ φ̄j ≤ φ̄j−1 ≤ φ̄0.
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我们证明将上式中的 j 替换为 i 之后结论仍然成立。我们将 (4.9) 分别取 φ̄i

与 φ̄i−1 相除，得到：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄i
∂zα∂z̄β

)
det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄i−1

∂zα∂z̄β

)−1

= exp {kφ̄i − kφ̄i−1 + F (x, φ̄i−1)− F (x, φ̄i−2)− k (φ̄i−1 − φ̄i−2)} .

因为由归纳假设，有 φ̄0 ≥ φ̄i−2 ≥ φ̄i−1 ≥ ¯̄φ0，结合 F 关于第二个变量不减，
用与 (4.16) 相同的讨论即可得到：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄i
∂zα∂z̄β

)
det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄i−1

∂zα∂z̄β

)−1

≥ exp {kφ̄i − kφ̄i−1} .

与 (4.16) 相同的讨论，有 φ̄i−1 ≥ φ̄i. 类似的可以得到 ¯̄φi−1 ≤ ¯̄φi.

还剩 (4.12) 中第三个不等号 φ̄i ≥ ¯̄φi 需要证明。

在 (4.9) 中分别取 φ̄i, ¯̄φi 相除，我们有：

det
(
gαβ̄ +

∂2φ̄i
∂zα∂z̄β

)
det
(
gαβ̄ +

∂2 ¯̄φi
∂zα∂z̄β

)
= exp {kφ̄i − k ¯̄φi + F (x, φ̄i−1)− F (x, ¯̄φi−1)− kφ̄i−1 + k ¯̄φi−1} .

由 φ̄i ≥ ¯̄φi−1 反复用归纳假设可以得到，φ̄i ≥ ¯̄φi.

所以对任意正整数 i, 原不等式 (4.12) 成立，并且因此 φ̄i, ¯̄φi 均一致有界。这
就给出了 (4.9) 中解的 C0 估计。

从方程的结构可以看到，如果令 i趋向于无穷，由夹逼准则，解将会收敛到唯
一极限函数 φ，从而方程将会收敛到 (4.1)，因此我们就得到了目标复蒙日-安培方
程解的 C0 估计。

4.2 更一般复蒙日-安培方程解的 C2 估计

接着我们计算 (4.9) 中方程解 φ̄i 的 C2 估计，事实上关于 ¯̄φi 的估计也是类似
的。我们要给出 ∂2φ̄i

∂zα∂z̄β
的一致估计，由方程和均值不等式，我们只需估计 supM ∆φ̄i.

与第一章中的 C2 估计类似，区别在于此处的右端项从 exp{F} 变得更复杂，但所
有计算都是类似的，只需要将之前的 F 换为现在更一般复蒙日-安培方程的右端项
函数。并且现在我们已经有了 C0 估计。

记 ∆i 为关于度量
∑

α,β

(
gαβ̄ +

∂2φ̄i

∂zα∂z̄β

)
dzα ⊗ dz̄β 的拉普拉斯算子。记 C 为

一个正常数，满足 C + infi ̸=l(Rīill̄) > 1，为了给出二阶估计，我们仍然考虑函数
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∆i[exp {−Cφ̄i} (m+∆φ̄i)]，用与 (2.19) 类似的计算：

∆i[exp {−Cφ̄i} (m+∆φ̄i)] = exp {−Cφ̄i}

[
k (∆φ̄i −∆φ̄i−1) +

∑
α,β

gαβ̄
∂F (x, φ̄i−1)

∂zα∂z̄β

+
∑
α,β

gαβ̄
∂2F (x, φ̄i−1)

∂t∂zα
∂φ̄i−1

∂z̄β
+
∑
α,β

gαβ̄
∂2F (x, φ̄i−1)

∂t∂z̄β
∂φ̄i−1

∂zα

+
∂2F

∂t2
(x, φ̄i−1)

∑
α,β

gαβ̄
∂φ̄i−1

∂zα
∂φ̄i−1

∂z̄β

+
∂F

∂t
(x, φ̄i−1)∆φ̄i−1 −m2 inf

i ̸=l
Rīill̄

]
− C exp {−Cφ̄i}m (m+∆φ̄i)

+

(
C + inf

i ̸=l
(Rīil̄l̄)

)
exp {−Cφ̄i} (m+∆φ̄i)

(∑
α

1

1 + (φ̄i)αᾱ

)
.

(4.17)
上式右端中括号里的项来自于对复合函数 F (x, φ(x))求关于初始度量

∑
α,β gαβ̄dz

α⊗
dz̄β 的拉普拉斯得到。

我们已经估计过 supM |φ̄i|，并且 φ̄i 的 L1(M) 估计仅与函数的最大值，紧流
形 M 的格林函数有关。所以仿照第一章中式 (2.33) 我们可以给 φ̄i 的 L1(M) 估
计。所以由 Schauder 估计可知，存在与 i 无关的常数 C1，满足：

sup
M

|∇φ̄i| ≤ C1

(
sup
M

|∆φ̄i|+ 1

)
. (4.18)

类似 (2.23) 可以得到，存在与 i 无关的常数 C2，满足：∑
α

1

1 + (φ̄i)αᾱ
≥ (m+∆φ̄i)

1/(m−1)

(
exp

{
−k
m− 1

(φ̄i − φ̄i−1) +
1

m− 1
F (x, φ̄i−1)

})
≥ C2 (m+∆φ̄i)

1/(m−1) .

上式第二行是因为我们已经得到 φ̄i 的 C0 估计，所以 F 只在紧集上取值，因此有
界。

通过上述计算，将上式，(4.18)，以及 C0 估计，代入 (4.17). 我们只需要关注
二阶项，因为其余低阶项都已经有估计。特别的，注意 (4.17) 中第三行，我们有
估计：

|∇φ|2 ≥ −|∇φ| ≥ − sup
M

|∇φ| ≥ −C1

(
sup
M

|∆φ̄i|+ 1

)
.

所以我们可以得到，存在不依赖于 i 的正常数 C3, C4, C5, C6 满足：

∆i [exp {−Cφ̄i} (m+ ∆φ̄i)] ≥− C3

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)
− C4

(
m+ sup

M
∆φ̄i−1

)
+ C5

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)1+1/(m−1)

− C6.
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在 exp {−Cφ̄i} (m+ ∆φ̄i) 取到最大值的点处，上式左端小于等于 0，所以有：

C5

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)1+1/(m−1)

≤ C3

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)
+ C4

(
m+ sup

M
∆φ̄i−1

)
+ C6.

(4.19)
我们知道，当对于任意 x ≥ 0，我们总可以找到充分大的 a, b > 0，使得：

x1+1/(m−1) ≥ ax− b.

因此我们总可以找到常数 C7, C8，使得对于任意 x ≥ 0，都有：(
m+ sup

M
∆φ̄i

)1+1/(m−1)

≥ C7

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)
− C8. (4.20)

所以将 (4.20) 代入式 (4.19) 即有：

C5C7

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)
− C5C8 ≤ C3

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)
+ C4

(
m+ sup

M
∆φ̄i−1

)
+ C6.

移项后得到：

(C5C7 − C3)

(
m+ sup

M
∆φ̄i

)
≤ C4

(
m+ sup

M
∆φ̄i−1

)
+ C6 + C5C8.

我们选取 C7 充分大，使得上式两边同除 C5C7−C3 之后，确保等式右边第一项系
数小于 1

2
，所以存在与 i 无关的正常数 C̃，满足：(

m+ sup
M

∆φ̄i

)
≤ 1

2

(
m+ sup

M
∆φ̄i−1

)
+ C̃.

有了上式，我们可以进行迭代，反复迭代上式，即得到 ∆φ̄i 的上界估计：

m+ sup
M

∆φ̄i ≤
(
1

2

)i(
m+ sup

M
∆φ̄0

)
+ 2C̃.

由定理 2 我们知道上式右端有界，因此得到了 C2 估计，由复蒙日-安培方程本身
可知，事实上我们有一致的二阶估计。

4.3 更一般复蒙日-安培方程解的 C3 估计

接着类似的我们给出 C3 估计：即给出 ∂3φ̄i

∂zα∂z̄β∂zγ
的一致估计，类似第一章中，

我们定义：

Si :=
∑

g′αl̄i g′β̄pi g′γq̄i
∂2φ̄i

∂zα∂z̄β∂zγ
∂2φ̄i

∂z̄l∂zp∂z̄q
.
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其中，矩阵
(
g′αl̄i

)
为
(
gαl̄ +

∂2φ̄i

∂zα∂z̄l

)
的逆矩阵。由类似 (2.76) 的计算，我们可以

得到：
∆i (Si + C9∆φ̄i) ≥ C10Si − C11

√
Si
√
Si−1 − C12, (4.21)

其中 C9, C10, C11, C12 均为与 i 无关的正常数。

我们已经得到 |∆φ̄i| 的估计，由极值原理可以得到：

sup
M

Si ≤
C11

C10

√
sup
M

Si
√

sup
M

Si−1 +
C12

C10

+ C9 sup
M

|∆φ̄i| .

因为在 (4.21) 中，我们可以调整 C9, C12 的大小，使得 C10 变大，所以不妨假
设，C11

C10
≤ 1

2
，由上式可得：

sup
M

Si ≤
1

3
sup
M

Si−1 +
4C12

C10

+ 4C9 sup
M

|∆φ̄i| .

继续迭代上式，即得到 Si 的一致估计，因此得到 ∂3φ̄i

∂zα∂z̄β∂zγ
的一致估计。

有了 φ̄i 的各阶估计，只需要令 i 趋于无穷，就得到一个满足方程 (4.1) 的解
φ，并且 Schauder 理论保证了 φ 仍为一个光滑解。

所以我们得到了如下定理：

定理 4. 记 M 为凯勒流形，其凯勒度量记为
∑

i,j̄ gij̄dz
i ⊗ dz̄j. 记 F 为定义在

M × R 上的光滑函数，且满足 ∂F
∂t

≥ 0. 假设预先知道存在一个定义在 M 上的光
滑函数 ψ，满足

∫
M

exp{F (x, ψ(x))} = Vol(M).

则存在一个 M 上的光滑函数 φ，满足方程：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= exp{F (x, φ)} det(gij̄).

并且
∑

i,j

(
gij̄ +

∂2φ
∂zi∂z̄j

)
dzi ⊗ dz̄j 仍为一个凯勒度量。更进一步，若两个光滑函数

同时满足上述条件，则它们至多只差一个常数。

4.4 c1(M) ≤ 0 时凯勒-爱因斯坦度量的存在唯一性

接下来我们说明一定条件下，紧凯勒流形上凯勒-爱因斯坦度量的存在唯一性。

定义 2. 凯勒流形 (M,ω, J) 的凯勒度量 ω 称为凯勒爱因斯坦度量，指存在一个常
数 λ 使得：

Ric(ω) = λω.
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因为凯勒形式 Ric(ω) :=
√
−1Rij̄dz

i ∧ dz̄j = −
√
−1∂∂̄ log det(gij̄) 是伸缩不

变，我们不妨在上式中取 λ 为 −1, 0, 1.

因为 1
2π

√
−1Rij̄dz

i∧dz̄j 为流形第一陈类的代表元，所以当流形的第一陈类有
确定符号时，我们应该找相应符号的 λ，例如当流形第一陈类负定，即存在其中的
代表元，系数矩阵为负定矩阵，即 c1(M) < 0 时，我们应寻找满足 Ric(ω) = −ω
的凯勒-爱因斯坦度量。

特别的，我们把第一陈类负定的凯勒流形称为 General Type；第一陈类等于
0 时，流形的 Ricci 曲率处处为 0，即 Ricci 平坦，我们把这种特殊流形称为卡拉
比-丘流形；第一陈类正定的流形称为 Fano 流形.

当 c1(M) = 0 时，我们需要寻找度量，使得其 Ricci 曲率恒等于 0，由定理 3，
我们立刻知道凯勒-爱因斯坦度量的存在唯一性。所以接下来我们考虑 c1(M) < 0

的情况。

我们将利用上节所证明的定理 4.

我们知道 −
√
−1
2π
∂∂̄ log det(gij̄) 为凯勒流形 (M,ω) 第一陈类 c1(M) 的代表元。

由于 c1(M) < 0，即−c1(M) > 0，即存在一个正定的 (1, 1)-形式，记
√
−1
2π

∑
i,j gij̄dz

i∧
dz̄j 为 −c1(M) 的代表元，等价于 −

√
−1
2π

∑
i,j gij̄dz

i ∧ dz̄j 为 c1(M) 的代表元，由
∂∂̄-引理，存在一个光滑实值函数 f，满足：

−
√
−1

2π
∂∂̄ log det(gij̄) +

√
−1

2π

∑
i,j

gij̄dz
i ∧ dz̄j = −

√
−1

2π
∂∂̄f.

上式等价于：

−∂∂̄ log det(gij̄) = −
∑
i,j

gij̄dz
i ∧ dz̄j − ∂∂̄f. (4.22)

在定理 4 中，我们考虑方程的特殊形式，取 F (x, φ) = φ− f：

det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= exp{φ− f} det(gij̄). (4.23)

上式两边取 −∂∂̄ log：

−∂∂̄ log det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
= −∂∂̄φ+ ∂∂̄f − ∂∂̄ log det(gij̄). (4.24)

由上述定理 4，我们知道存在光滑解 φ，使得
∑

i,j

(
gij̄ +

∂2φ
∂zi∂z̄j

)
dzi ⊗ dz̄j 仍为凯
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勒度量。结合上述两式 (4.22)，(4.24) 我们得到：

−∂∂̄ log det
(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄i

)
= −∂∂̄φ+ ∂∂̄f −

∑
i,j

gij̄dz
i ∧ dz̄j − ∂∂̄f

= −
∑
i,j

(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
dzi ∧ dz̄j.

即：

Ricωφ = −
√
−1∂∂̄ log det

(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄i

)
= −

√
−1
∑
i,j

(
gij̄ +

∂2φ

∂zi∂z̄j

)
dzi ∧ dz̄j

= −ωφ.
因此我们找到了满足条件的凯勒-爱因斯坦度量。

接着说明唯一性：

记
∑

i,j gij̄dz
i ⊗ dz̄j 为流形的凯勒-爱因斯坦度量，记

∑
i,j g̃ij̄dz

i ⊗ dz̄j 为另一
凯勒-爱因斯坦度量，因为 Ricωg̃

= −ωg̃，左端为第一陈类中的代表元，所以 ωg̃ 也
为第一陈类的代表元，因此我们可以找到光滑函数 ψ，使得 g̃ij̄ = gij̄ +

∂2ψ
∂zi∂z̄j

，另
一方面，由凯勒-爱因斯坦度量的定义，我们有：

−∂∂̄ log det
(
gij̄ +

∂2ψ

∂zi∂z̄i

)
= −

∑
i,j

gij̄dz
i ∧ dz̄j − ∂∂̄ψ

= −∂∂̄ log det(gij̄) + ∂∂̄f − ∂∂̄ψ.

移项，可知有：

∂∂̄ log
[
det
(
gij̄ +

∂2ψ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1 exp{−ψ + f}

]
= 0.

即：

log
[
det
(
gij̄ +

∂2ψ

∂zi∂z̄j

)
det(gij̄)−1 exp{−ψ + f}

]
.

为多调和函数 (pluriharmonic function)，分部积分即知道，闭流形上的多调和函数
只有常数，因此上式恒等于一个常数 c，因此有：

det
(
gij̄ +

∂2ψ

∂zi∂z̄j

)
= exp{ψ + c− f} det

(
gij̄
)
.

由引理 3 可知 φ− ψ 为一个常数，因此我们有：∑
i,j

g̃ijdz
i ⊗ dz̄j =

∑
ij

(
gij +

∂2ψ

∂zi∂z̄j

)
dzi ⊗ dz̄j =

∑
i,j

(
gij +

∂2φ

∂zi∂z̄i

)
dzi ⊗ dz̄j.

即证明了凯勒-爱因斯坦度量的唯一性，所以我们得到如下定理：
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定理 5. 记 (M,ω, J) 为满足 c1(M) ≤ 0 的凯勒流形，则其上存在唯一凯勒-爱因
斯坦度量。
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第五章 总结与展望

本论文是关于丘成桐在卡拉比猜想上研究成果的一篇综述，该成果是几何分
析发展过程中的一个里程碑。论文详细介绍了复蒙日-安培方程的先验估计技巧，
该方程光滑解的存在唯一性，以及在凯勒-爱因斯坦度量存在唯一性问题中的应用，
并在原始文献的基础上补充了大量证明细节。

卡拉比猜想的解决对几何、代数甚至理论物理都有深远影响。其证明也催生
了用分析的方法解决几何问题这一研究框架，反之也推动了对方程的研究。第一
陈类非正的紧凯勒流形上凯勒-爱因斯坦度量存在性问题解决之后，引出了一系列
新的问题、概念和研究方法，比如 Fano流形凯勒爱因斯坦度量的存在性，与 K-稳
定性密切相关，而稳定性的概念又在代数几何中被广泛研究；第一陈类消失的紧
凯勒流形，以及其上的凯勒-爱因斯坦度量构成卡拉比-丘流形，这类流形在理论物
理中也有重要意义，他们是弦理论的重要模型。

丘成桐解决卡拉比猜想的方法：将几何问题转化为非线性方程光滑解的存在
性问题，使用连续性方法求解方程，为此需要进行各阶先验估计。这套方法也成为
今后几何分析研究中的标准流程。同时，该方法也可以被应用在多种问题中，例
如特殊度量的存在性、Ricci Flow 中与解的奇点相关的问题、一定条件下 Ricci
Soliton 的分类问题等等。
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